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Luka je odlican ucenik. lako se
kod njega nikad ne zna hoce li
imati 4 ili 5, matematika mu je
jedan od najdrazih predmeta.
Kada mu nesto nije jasno, ne
srami se pitati uciteljicu da mu
pojasni gradivo.

MATIJA

Matija voli playstation i svoj
skateboard mnogo viSe od mate-
matike. No, pravi je stru¢njak za
racunala svih vrsta, pa tako i za
dZepna. Otkad je uciteljica do-
zvolila njihovo koristenje, poma-
Ze cijelom razredu u svladavanju

gradiva.

Upoznajte likove s kojima cete se druziti kroz gradivo udzbenika Petical!

UCITELJICA

Maja ima sve petice i najbolja je
ucenica u razredu. Voli matema-
tiku i redovito pise zadace. Cesto
se prepire s Lukom i Matijom oko
tocnih rjeSenja zadataka. Narav-
no, smatra da je bas ona uvijek
u pravu!

Beni je Lukin pas. Voli dobro
jelo, voli spavati, ali voli i prislus-
kivati kada Luka kod kuce prica o
Skoli. Beni narocito voli matema-
tiku i voli na Saljiv nac¢in komenti-

rati matematicke probleme.

Uciteljica na zanimljiv nacin pri-

blizava ucenicima i najteze gra-
divo iz matematike. Uvijek je tu

ako treba nesto dodatno objasni-

ti i strpljivo odgovara na njihova
brojna pitanja.




Dragi citatelji,

pred vama je drugi svezak udzZbenika sa zbirkom zadataka iz matematike za 7. razred
osnovne Skole, koji je u potpunosti uskladen sa stru¢nim i metodi¢kim zahtjevima Hrvatskog
nacionalnog obrazovnog standarda (HNOS). Uz objedinjeni udzbenik sa zbirkom zadataka i
rjeSenjima, u udzbenicki komplet ubraja se jos i CD za ucenike koji ¢e vam pribliziti gradivo
matematike i uciniti ga zanimljivim, pa i zabavnim.

U ovom drugom svesku gradivo zapocinjemo sa geometrijskim dijelom gdje cete upoznati
mnogokute te kruznicu i krug. Osim toga nauciti ¢ete kako rjeSavati sustave linearnih jed-
nadzbi te kako primijeniti znanje o linearnoj funkciji i jednadzbi pravca.

Svaki naslov u udzbeniku zapocinje problemom koji ¢e vas kroz zanimljiv zadatak iz zivota
uvesti u novo gradivo. Zatim slijede rijeSeni primjeri, putem kojih ¢ete stjecati nova znanja iz
matematike. Znanje cete utvrditi pomocu raznovrsnih zadataka koji se nalaze iza primjera.
Zadaci su slozeni po tezini od lakSih prema tezima. Ako neku vrstu zadataka pozelite jos viSe
uvjezbati, na CD-u cete naci dodatne i dopunske zadatke te druge obrazovne materijale i igre
vezane uz matematiku.

Kroz gradivo matematike voditi ¢e vas simpaticni likovi: Luka, Maja, Matija, uciteljica, Beni i
ostali, koji ¢e se, bas kao i vi, uhvatiti u kosStac s gradivom matematike. Svojim razgovorima
i savjetima olaksat ¢e vam svladavanje pocetnih teSkoca.

Kako bi vas uspjeh iz matematike bio jo$ bolji, na kraju svake nastavne teme nalaze se pitanja
za ponavljanje i uvjezbavanje gradiva. U udzbeniku su posebno oznaceni dijelovi gradiva koji
nisu dio obaveznog programa, ali su namijenjeni u€enicima koji zele znati vise. Osim toga, i
drugi dijelovi grade istaknuti su posebnim okvirima. U tablici su dani njihovi opisi i znacenja:

Oblik Znacenje

Zadatak 4. Laksi zadatak (redni broj zadataka obojan svijetlo-plavom bojom)

SlozZeniji zadatak i zadaci za nadarene (redni broj zadatka obojan

Zadatak 5. . )
narancastom bojom)

Vazan dio gradiva kojeg treba dobro nauditi

Dio teksta za lakSe pracenje i pamcenje gradiva

)
oy

Gradivo za radoznalce

Ako se u nekom zadatku traZi crtanje ili upisivanje rjeSenja u udzbenik, rijesite

zadatak u svojoj biljeZnici. UdZbenik trebaju koristiti i generacije iza vas.

Puno uspjeha u radu Zele vam autorice udzbenika!
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Mnogokuti se Cesto poja-
vljuju u arhitekturi, sva-
kodnevnim  uporabnim
predmetima itd.

lako rijetko, mnogokute
ponekad nalazimo i u
prirodi.

Vazni pojmovi
mnogokut ili n-terokut
dijagonale mnogokuta
kutovi mnogokuta
pravilni mnogokuti
karakteristicni trokut
mnogokuta
konstrukcija pravilnog
mnogokuta
opseg i povrsina
mnogokuta

Trokute i cetverokute dobro smo upoznali. U nasoj svakodnevnici osim trokuta
i Cetverokuta vidamo i druge mnogokute: peterokut, Sesterokut, sedmerokut,
osmerokut itd.

Primjerice u arhitekturi. Zidovi, krovovi, ukrasni detalji imaju oblike raznih mno-
gokuta. Stoga je prirodno prijeci na proucavanje i ostalih mnogokuta.

U pcelinjoj koSnici sace su u obliku Sesterokuta.

Matematicarima je konstrukcija pravilnih mnogokuta uvijek bila velik izazov.
Njemacki matematicar J. Hermes konstruirao je pravilan mnogokut koji ima
65 537 kutova.

U ovom cete poglavlju nauciti:
- Koliko dijagonala ima mnogokut koji ima 65 537 kutova;
- Koliki je zbroj svih unutarnjih kutova mnogokuta;
- Kakvi su to pravilni mnogokuti;
- Konstruirati neke pravilne mnogokute i crtati im dijagonale;
- Izracunati opseg i povrSinu mnogokuta;
| joS mnogo toga.

Brzinski zadaci za 4. Koliko vrhova, stranica i kutova ima svaki

2 .. X
‘ ponaannJe; :Erokut.
, 5. Sto je Cetverokut?

1. Nabrojite neke skupove tocaka u i kutove cetverokuta na slici.
ravnini koje ste dosad ucili.

2. Sto je trokut?

3. Pravilno oznaci vrhove, stranice
i kutove trokuta na slici.

6. Pravilno oznaci vrhove, stranice >




7. Koliko vrhova, stranica i kutova ima svaki
cetverokut?

8. Koje vrste trokuta poznajes? A Cetverokuta?

Trokut

9. Koliki je zbroj unutarnjih kutova trokuta? A
Cetverokuta?

10. Sto je opseg nekog geometrijskog lika?

©.1. Osnovno o mnogokutima

Plocice

Majina mama Zeli promijeniti plocice u kupaonici.

Koje geometrijske likove prepoznajes na slici?

U trgovini je nasla plocice u obliku razlicitih geo-
metrijskih likova. gg

Primjer 1.

Likovi koji imaju mnogo kutova

a) Zasto se trokut zove trokut? A zasto se Cetve-
rokut zove Cetverokut?

b) Kako se zove geometrijski lik na slici koji ima
pet kutova? A onaj koji ima Sest kutova?

Rjesenje:

a) Trokut se zove trokut jer ima tri kuta, a ce-
tverokut se zove Cetverokut jer ima Cetiri kuta.

b) Geometrijski lik na slici koji ima pet kutova
zove se peterokut, a geometrijski lik koji ima Sest
kutova Sesterokut. Nastavimo li ovako nabrajati
dobit ¢emo imena geometrijskih likova koji
imaju tri, Cetiri, pet, Sest i viSe kutova. Njihovo
zajednicko ime je mnogokut.

Yazno

Mnogokut je dio ravnine omeden duzinama
koje imaju zajednicke krajnje tocke.




Mnogokuti

Z ad

)
@

1. Koji su likovi na slici mnogokuti?
Koji nisu? Zasto?

Primjer 2:

Primijetimo da trokut osim tri kuta ima tri
vrha i tri stranice. Cetverokut ima ¢etiri kuta,
Cetiri vrha i Cetiri stranice. Isto tako i peterokut
ima pet kutova, pet vrhova i pet stranica.
Broj stranica, vrhova, odnosno kutova nekog
mnogokuta opcenito oznacavamo slovom n. Za
trokut je n = 3; za Cetverokut je n
= 4; za peterokut je n =5 itd. Zato
Cesto, umjesto mnogokut, kazemo
n-terokut (¢itamo "enterokut").

mnogokut

ili n-terokut

\F-¥41Y,
mnogokuta
trokut

Broj kutova,

vrhova ili stranica

Cetverokut

peterokut

Sesterokut

sedmerokut

osmerokut

O|00 N0 V1|~ W

deveterokut

n enterokut

Zelimo i nacrtati neki mnogokut, primjerice
sedmerokut, prvo nacrtamo sedam tocaka tako
da nikoje tri ne leze na istom pravcu.

Te ce tocke biti vrhovi naSeg sedmerokuta.

A

aci

\ o/

@ N\
9
Vrhovi mnogokuta

su tocke.
Oznacavamo

B
ih velikim
tiskanim
slovima

abecede.

Ako duzinama spojimo vrhove mnogokuta, i to
abecednim redom, dobit ¢emo

stranice mnogokuta. Primjerice, stranice sed-
merokuta sa slike su duzine
AB,BC,CD,DE,EF,FG i GA.

Duljine stranica oznacavamo uobicajeno:
|AB|,|BC|,|CD|,|DE|,|EF|,... ili malim slovima abe-
cedea, b, ¢, d, e, ...

Unutarnji kutovi mnogokuta sa slike su:

<X GAB, < ABC, < BCD, < CDE, < DEF i < EFG ili krace
SA IB,9C ID, SE SFi<C.

Ponekad vrhove mnogokuta A

mozemo oznaciti
ovako: A, A,,
A, Ay, o

Tako bez brojenja
(prema indeksu)
mozemo zaklju- 8
Citi koliko vrhova

ima mnogokut.




MMOqOKuti

Zadaci

2. Nacrtaj ti neki mnogokut koji ima viSe od Cetiri
vrha.
Oznadi i napisi njegove vrhove, stranice i
unutarnje kutove.

Primjer 3:
Konveksni mnogokuti

Luka i Matija nacrtali su Sesterokute. Matijinu
Sesterokutu jedan je unutarnji kut izbocen.
Pogledaj sliku i prepoznaj Matijin Sesterokut.

Oboji taj kut nekom bojom.

() R

Rjesenje:

Sjetimo se da je veli¢ina izbocenih kutova veca
od 180°. Sesterokut broj 1 nema nijedan
unutarnji kut veci od 180°.

Konveksan je mnogokut onaj koji sadrzi
sve duzine koje povezuju bilo koje dvije
njegove tocke.

MoZemo primijetiti da mu je svaki unutarnji
kut manji od 180°.

<<=
miwi@)

3. Nacrtaj u biljeznicu 7 tocaka pa ih spoji
duzinama. Jesi li nacrtao mnogokut? Kako se
naziva taj lik? Oznaci mu vrhove, stranice i
kutove.

Matija je nacrtao mnogokut broj 2. Taj mnogokut
ima jedan izbocen kut.

Mnogokut nije konveksan ako neka
duzina izmedu njegovih dviju tocaka

ne pripada mnogokutu. Za takav
mnogokut joS kazemo da je konkavan ili
nekonveksan.

AN
SO

Mi c¢emo proucavati konveksne mnogokute.
Stoga ako piSe mnogokut, misli se na konveksni
mnogokut.




Mnogokuti

Zadaci

Imenuj mnogokute na slici i oznaci im vrhove. PrepiSi pa dopuni recenice:
a) Ovaj se mnogokut zove

b) Vrhovi ovog mnogokuta su

¢) Stranice ovog mnogokuta su

d) Unutarnji kutovi ovog mnogokuta su

Kako se zove mnogokut koji ima:
a) pet vrhova;

b) Sest stranica;

c) tri kuta;

d) sedam stranica;

Kako joS nazivamo mnogokut?

Kako se zove n-terokut kojemu je:
a) n=73; b) n =5;
cn=10; d)yn=6;

10. Nacrtaj i oznaci vrhove mnogokutu koji ima:

U obliku kojeg je mnogokuta pcelinje sace?

a) Cetiri vrha;
b) pet stranica;
c) osam kutova.

- ;7"' ‘ 11. Koji od mnogokuta na slici nisu konveksni?
Precrtajte u biljeZnicu, pa spojite duzinama
zadane tocke A, A,, A5, A, A, Agi A, i to
redom: A; s A,, A, s A;, ..., A, S A

A]
(-
12. Nacrtaj pet mnogokuta koji nisu konveksni.
3@ e / 13. Nacrtaj po jedan:
a) Sesterokut;

b) osmerokut;
c) jedanaesterokut;
d) petnaesterokut.

10



MquOKuti

6.2. Dijagonale mnogokuta

Susjedno i nasuprotno

D

A B

Prepisi, pa dopuni:

a) Koje su stranice susjedne stranici BC?
b) Koja je stranica nasuprotna stranici BC?

¢) Koji su vrhovi susjedni vrhu C?

d) Koji je vrh nasuprotan vrhu C?

S pojmovima susjednih i nasuprotnih stranica te susjednih i nasuprotnih vrhova

5 3 \ . T, 1
N ', _I'&' '.l !‘ iy“ l. 1 ‘l
OTER L LEGEG | | RVTLE

\ 4 bt 8L

\

vec ste se susreli.

¥

IMAM KRASNE
SUSJEDE, ZUCU | GARU.
| ALI OVAJ NASUPOT MENE JE

* UZASAN!

11



Mnogokuti

Primjer 1.

Dijagonala mnogokuta

Mnogokutu ABCDE treba odrediti
a) susjedne i nesusjedne stranice;
b) susjedne i nesusjedne vrhove.

D

A

a) Susjedne stranice nekog mnogokuta su
hjegove stranice koje imaju jedan zajednicki
vrh. Stranici AB mnogokuta na slici susjedne su

stranice BC i AE.

susjedne i

nesusjedne

stranice

Nesusjedne stranice nekog mnogokuta su
stranice koje nemaju zajednickih tocaka.
Stranici AB mnogokuta na slici nesusjedne su

stranice DE i CD .

B

D

b) Susjedni vrhovi nekog mnogokuta su vrhovi
koji pripadaju istoj stranici.

Vrhovi koji ne pripadaju istoj stranici su nesus-
jedni vrhovi mnogokuta.

susjedni i

nesusjedni

vrhovi

Stoga su vrhu A mnogokuta na slici susjedni
vrhovi B i E , a nesusjedni vrhovi D i C.

Nacrtajmo duzine koje spajaju vrh A s njegovim
nesusjednim vrhovima D i C.
dijagonala
mnogokuta

VYazZno

Dijagonala mnogokuta je duzina koja
spaja dva nesusjedna vrha mnogokuta.

12



Mnogokuti

Zadaci

4, 4,

a) Koje su stranice susjedne stranici A1Az_?
b) Koje su stranice nesusjedne stranici AiA2?
©) Koji su vrhovi susjedni vrhu A,?

d) Koji su vrhovi nesusjedni vrhu A,?

e) Koje su stranice susjedne stranici AA3?
f) Koje su stranice nesusjedne stranici A2A3?
g) Koji su vrhovi susjedni vrhu A,?

h) Koji su vrhovi nesusjedni vrhu A,?

Primjer 2. Broj dijagonala iz jednog
vrha mnogokuta

a) Koliko nesusjednih vrhova ima svaki vrh ne-
kog mnogokuta?
b) Koliko se dijagonala moZze nacrtati iz jednog
vrha mnogokuta?

Rjesenje:

a) Ve¢ smo naucili da se mnogokut joS naziva
n-terokutom i da broj n oznacava broj kutova,
stranica, odnosno vrhova zadanog mnogokuta.
Nekom, bilo kojem vrhu n-terokuta, nesusjedni
vrh ne moze biti taj isti vrh, a ni dva susjedna
vrha - jedan s jedne i drugi s druge njegove
strane. Dakle od n vrhova, tri mu vrha ne mogu
biti nesusjedni.

4,

a) Koje su stranice susjedne stranici A3A4?

b) Koje su stranice nesusjedne stranici A3A4?
¢) Koji su vrhovi susjedni vrhu A;?
d) Koji su vrhovi nesusjedni vrhu A;?

e) Koje su stranice susjedne stranici A4As?

f) Koje su stranice nesusjedne stranici AsAs?
g) Koji su vrhovi susjedni vrhu A,?

h) Koji su vrhovi nesusjedni vrhu A,?

Nacrtaj trokut AABC.

a) Ima li trokut nesusjedne vrhove?

b) Ima li trokut dijagonalu?

a) Koliko dijagonala ima cetverokut?

b) Koliko najviSe dijagonala mozes nacrtati
Cetverokutu iz jednog vrha?

Pogledajmo peterokut na slici.

nesusjedni
vrhovi

Peterokutu je n=5.Vrh A, ima 5 - 3 = 2 nesus-
jedna vrha.

Stoga svaki vrh mnogokuta sa n vrhova
ima n - 3 nesusjedna vrha.

13



Mnogokuti

broj dijagonala iz

jednog vrha - d

b) Kako je dijagonala duzina koja spaja dva

nesusjedna vrha mnogokuta, zakljucujemo b= [(Eelneg) Wilie mineEielLiE

. . sa n vrhova moze se nacrtati
da se iz jednog vrha mogu nacrtati n - 3

d = n - 3 dijagonala.

dijagonale.

mnogokut broj broj nesusjednih broj dijagonala
(n-terokut) vrhova vrhova iz jednog vrha
n-3=3-3=0
TROKUT n=3 trokut nema d=0
4, nesusjednih vrhova
4,
A4
CETVEROKUT n=4 A,%A3 n-3=4-3=1] d=1
A2
A
5 A4
PETEROKUT n=s AI@ n-3=5-3=2 d=2
A
4, )
A, A
SESTEROKUT n==6 AI@A4 n-3=6-3=3 d=3
A, A,
A
6
4, A
SEDMEROKUT n=7 A, n-3=7-3=4 d=4
4,
4, 43
OSMEROKUT n=_8 n-3=8-3=5 d=5

14




MMOqOKuti

Zadaci

Koliko susjednih vrhova ima neki vrh e) deveterokuta;

Sesterokuta? A koliko nesusjednih vrhova ima taj f) dvadeseterokuta;

vrh Sesterokuta? g) petnaesterokuta;

Koliko nesusjednih vrhova ima neki vrh h) osmerokuta?

a) Cetverokuta; . Koliko najvisSe dijagonala moze$ nacrtati iz

b) peterokuta; jednog vrha mnogokuta koji ima

c) deseterokuta; a) 17 kutova;

d) jeanaesterokuta? b) 24 vrha;

Koliko najvie dijagonala moze$ nacrtati iz ©) 30 stranica?

jednog vrha 9. Nacrtaj neki deveterokut AAAALASAg A7 AgAg .
a) peterokuta; Nacrtaj sve njegove dijagonale koje mozes povuci
b) cetverokuta; izvrha A,.

c) sedmerokuta;
d) deseterokuta;

Primjer 3. Rjesenje:
Poznatje broj dijagonala izjednog Iz jednog vrha mnogokuta moze se nacrtati
vrha mnogokuta ukupno n - 3 dijagonale. To znaci da je

. . . n - 3 =12. Sada je lako zakljuciti da je n = 15.
Iz jednog vrha mnogokuta moze se nacrtati uku-

12 dii | Taj mnogokut ima 15 vrhova i zove se petna-
pno ijagonala.

i ) ) esterokut.
Koliko vrhova ima taj mnogokut? Kako se zove

takav mnogokut?

Zadaci

Koliko vrhova ima mnogokut ako se iz jednog 14. Koji mnogokut ima dva puta viSe stranica

njegova vrha mozZe nacrtati ukupno nego dijagonala povucenih iz jednog vrha

a) 10 dijagonala; mnogokuta?

b) 16 dijagonala; 15. Luka je nacrtao mnogokut i sve njegove

¢) 24 dijagonale? dijagonale iz vrha A; Koji je mnogokut nacrtao
11. Koliko stranica ima mnogokut ako zna$ da se iz ako je povukao ukupno 27 duzina?

jednog njegova vrha moZze nacrtati najvise 16. Popuni tablice.

a) 17 dijagonala; a)

b) 12 dijagonala; 6 (12| 5 |26 |123]48|99| 201

¢) 18 dijagonala?

12. Koliko kutova ima n-terokut ako znas da se iz
jednog njegova vrha moze nacrtati najvise

a) 6 dijagonala;
b) 11 dijagonala?

13. Koji mnogokut ima cetiri puta viSe stranica nego 5 111137162141 100! 29 | 1001
dijagonala povucenih iz jednog njegova vrha?
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Primjer 4. Rjesenje:
Ukupan broj dijagonala Maja je dva puta brojila svaku dijagonalu. Naime,
mnogokuta ako iz vrha A nacrtamo dijagonale AC i AD,

MAJO,
KOLIKO PETEROKUT IMA
UPNO DIJAGONALA?

onda ih viSe ne trebamo crtati iz vrhova Ci D
jer su vec nacrtane. D

Na slici se vidi da je:

AC =CA E C
AD = DA
BE =EB
BD = DB
CE = EC {
A B

Stoga peterokut nema 10 dijagonala, nego 5, tj.
upola manje.

12 JEDNOG Na isti naCin moZzemo izracunati ukupan broj

VRHA MOGU NACRTATI 2 DNAGONALE, IZ 5 dijagonala za sve ostale mnogokute.
VRHOVA PO DVNE DIJAGONALE..?

Oznacimo sa D, ukupan broj .

y N ukupan broj
dijagonala mnogokuta koji N
. dijagonala - D,
ima n vrhova.

Cetverokut

Iz svakog vrha polazi 4 - 3 = 1 dijagonala.

. 4 -1
Cetverokut ima ukupno = 2 dijagonale

UKUPNO IMA .
DESET DIJAGONALA! / Sesterokut

Iz svakog vrha polazi 6 - 3 = 3 dijagonale.

3 = 9 dijagonala

. 6
Cetverokut ima ukupno

10:2 = 5.
PET DIJAGONALA.
ZASTO? Sedmerokut

Iz svakog vrha polazi 7 - 3 = 4 dijagonale.

4
=14

Cetverokut ima ukupno
dijagonala

Vazno

Mnogokut s n vrhova ukupno ima

:n-(n—B)

D, dijagonala.
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Zadaci

Nacrtaj Sesterokut AA2A3A4A5As i sve njegove
dijagonale. Koliki je ukupan broj dijagonala?

. Koliko ukupno dijagonala ima
a) deseterokut; b) jedanaesterokut;
c) dvanaesterokut; d) trinaesterokut;
e) Cetrnaesterokut; f) petnaesterokut?

Primjer 5.

Odredi koji mnogokut ima zadan
broj dijagonala

a) Koji mnogokut ima ukupno 14 dijagonala?

b) Postoji li mnogokut koji ima ukupno 4
dijagonale?

Rjesenje:
a) Podatak da je broj dijagonala D, = 14 uvrstimo

u formulu za izracunavanje broja dijagonala

n-(n-3)
Dy ==

=14 tj. jednakost n-(n-3)=28,

Tako dobijemo jednakost

n-(n-3)
2

19. Koliko ukupno dijagonala moze$ nacrtati
mnogokutu koji ima
a) 38 kutova;
©) 30 stranica?

b) 27 vrhova;

20. Koliko duzina moramo povudi da bismo nacrtali
stranice osmerokuta i sve njegove dijagonale?

Vidimo da se faktori n i (n - 3) razlikuju za 3.
Stoga treba naci takva dva prirodna broja koja

se razlikuju za 3, a ¢iji je umnozak jednak 28.

Kako je 7-4=28, =zakljuCujemo da je
n-(n-3)=7-4.
Dakle n = 7.

Sedemerokut ima ukupno 14 dijagonala.

by D, = 4, tj. %_3)=4, a umnozak
n-(n-3)=8.

Takva dva prirodna broja koja se razlikuju
za tri i umnozak im iznosi 8 ne postoje, pa
zakljuCujemo da ne postoji ni mnogokut koji

ima 4 dijagonale.

Zadaci

21. Postoji li mnogokut koji ima
a) 44 dijagonale; b) 27 dijagonala;

¢) 29 dijagonala; d) 65 dijagonala?

22. PrepiSi, pa popuni tablicu do kraja:

broj dijagonala

ukupan broj

n-terokut iz jednog vrha svih dijagonala
n-terokuta n-terokuta
D, =9
n=26
d=19
D, =90

23. Nacrtaj neki peterokut ABCDE. Koliko duzina
mozes$ nacrtati tako da su im vrhovi peterokuta
rubne tocke?

24. Koji mnogokut ima broj stranica jednak
ukupnom broju dijagonala?

25. Koji mnogokut ima Sest puta viSe dijagonala
nego stranica?

26. lIzracunaj ukupan broj
dijagonala za mnogokut
koji ima ovoliko stranica:
a)12; b)8; ) 16;

d) 24; e) 350. D, =
\_

n-(n-3)
2

C broj dijagonala iz N
jednog vrhad=n-3

ukupan broj dijagonala

.
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MquOKufji

27. Koliko dijagonala ima mnogokut sa slike?
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28. Maja je crtala dijagonale mnogokuta. Zeljela
je povecati broj dijagonala pa je nacrtala
mnogokut koji ima tri stranice viSe. Novom
mnogokutu mogla je nacrtati 15 dijagonala
vise.

Koji je mnogokut Maja prvo nacrtala? A koji je
poslije nacrtala?

29. Izra€unaj broj stranica mnogokuta kojemu je
ukupan broj dijagonala:

a) 54; b)9; ¢) 44; d) 14; e) 5150.

30. Izracunaj broj dijagonala iz jednog vrha i
ukupan broj dijagonala ako mnogokut ima
ovoliko kutova:

a) 22; b)32; o) 16; d)51; e)10; f) 43.

Vjeﬁbalica

1. Koliko susjednih vrhova ima neki vrh sedmerokuta?
A koliko nasuprotnih vrhova ima taj vrh
sedmerokuta?

2. Koliko susjednih, a koliko nasuprotnih vrhova ima
neki vrh
a) 13-kuta;
b) 17-kuta;
c) 24-kuta;
d) 45-kuta ?

3. Koliko najvise dijagonala mozes$ nacrtati iz jednog
vrha mnogokuta koji ima

a) 32 kutova;
b) 43 vrha;
c) 14 stranica?

4. Koliko vrhova ima mnogokut ako se iz jednog
njegovog vrha moze nacrtati ukupno
a) 15 dijagonala;
b) 33 dijagonala;
¢) 36 dijagonale?

5. Koliko stranica ima mnogokut ako znas da se iz
jednog njegovog vrha moze nacrtati najvise
a) 18 dijagonala;
b) 10 dijagonala;
¢) 54 dijagonale.
6. Koliko kutova ima n-terokut ako znas da se iz
jednog njegovog vrha moze nacrtati najvise
a) 55 dijagonala;
b) 100 dijagonala?

7. Koji mnogokut ima 4 puta viSe stranica nego
dijagonala povucenih iz jednog vrha mnogokuta?

8. Koliko ukupno dijagonala mozes$ nacrtati
mnogokutu koji ima
a) 7 kutova;
b) 18 vrhova;
¢) 15 stranica?
9. Koliko ukupno dijagonala mozes$ nacrtati
mnogokutu koji ima
a) 24 kuta;
b) 12 vrhova;
¢) 35 stranica?
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Mnogokuti

10. Koliko ukupno dijagonala moZes nacrtati 17. Koji mnogokut ima Sest puta visSe dijagonala nego
mnogokutu kojemu se moze povudi 24 dijagonale stranica?

- 5
P2 JEeliie) wiinE, 18. Koji mnogokut ima 5 puta viSe dijagonala nego

11. Koliko ukupno dijagonala moze$ nacrtati stranica?
mnogokutu kojemu se moze povudi 11 dijagonala

S e T 19. Koji mnogokut ima 8 puta viSe dijagonala nego

stranica?

12. Koliko ukupno dijagonala mozes nacrtati
mnogokutu kojemu se moze povuci 17 dijagonala
iz jednog vrha?

20. Koji mnogokut ima 10 puta viSe dijagonala nego
stranica?

21. ji li jii

13. Koliko ukupno dijagonala moZe$ nacrtati Postoji li mnogokut koji ima
mnogokutu kojemu se moze povuci 21 dijagonala
iz jednog vrha? b) 54 dijagonala;

¢) 90 dijagonala;

a) 44 dijagonale;

14. Koliko duzina moramo povuci da bi nacrtali

stranice dvanaestrokuta i sve njegove dijagonale. d) 135 dijagonala?

15. Koliko duzina moramo povuci da bi nacrtali 22. Postoji li mnogokut koji ima
stranice 19-kuta i sve njegove dijagonale. a) 189 dijagonale;

16. Koliko duzina moramo povuci da bi nacrtali b) 50 dijagonala;
stranice 15-kuta i sve njegove dijagonale. ©) 14 dijagonala;

d) 25 dijagonala?

©.3. Kutovi mnogokuta

Podjela mnogokuta na trokute

Mnogokutima na slici sve su dijagonale nacrtane iz jednog vrha.

A

G
E D F D
E

Prebroji dobivene trokute u svakom od njih.

Koliki je zbroj kutova u trokutu?
Koliki je zbroj kutova u svakom od ovih mnogokuta na slici?

U Sestom smo razredu naucili da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u trokutu 180°.
Takoder, zakljucili smo da je zbroj unutarnjih kutova u ¢etverokutu 360°. Sjetimo
se kako smo do toga zakljucka dosli.

Nacrtamo li jednu dijagonalu, primjerice AC, podijelit ¢cemo ¢etverokut na dva
trokuta.

19



Mnogokuti

Za trokut AABC vrijedi @1+ B +71=180° a za trokut AACD a; +7, +8 =180°

Za Cetverokut ABCD tada vrijedi:
a+P+y+d=ay+or+B+y+ra+o=(+B+y)+(ay+y,+8)=180°+180°=360°

D

zbroj kutova u cetverokutu je

o+ B+y+6= 360°.

Vec iz uvodnog primjera naslu¢ujemo
da mozemo na isti nacin, dijeljenjem

mnogokuta na trokute, odrediti zbroj

velic¢ina unutarnjih kutova bilo
kojega drugog mnogokuta. U
sljede¢em primjeru to ¢emo
pokazati.

Primjer 1.
Kako izracunati zbroj velicina
unhutarnjih kutova mnogokuta

Na slici su peterokut, Sesterokut i sedmerokut.

a) Svakom od zadaniﬁl3mnogokuta nacrtaj iz
jednog vrha sve dijagonale pa prebroji na koliko
¢e trokuta svaki od njih biti podijeljen.

b) Koliki je zbroj velicina unutarnjih kutova
mnogokuta na slici?

Rjesenje:

Zadanim mnogokutima nacrtajmo iz vrha A,
sve dijagonale.

Tako smo peterokut podijelili na tri trokuta,
Sesterokut na cetiri, a sedmerokut na pet
trokuta. Pogledajmo vezu izmedu broja vrhova
n i broja dobivenih trokuta za svaki od njih.

Peterokutu n = 5, a broj trokuta 3; Sesterokutu

n = 6, broj trokuta 4; sedmerokutu n = 7, a
broj trokuta 5. Lako je uociti da je svakom od
zadanih mnogokuta broj dobivenih trokuta za 2
manji od broja vrhova n. Nacrtamo li i sami jos
neke primjere, doc¢i ¢emo do istoga zakljucka.

Crtanjem svih dijagonala iz jednog vrha
mnogokuta mnogokut se podijeli na n - 2
trokuta.
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b) Odredimo zbroj veli¢ina unutarnjih kutova
mnogokuta.

Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova svakog trokuta
je 180°. Budu¢i da se svaki n-terokut crtanjem
svih dijagonala iz jednog vrha
podijeli na n - 2 trokuta, onda je

zbroj velicina

unutarnjih ) Ly .
I zbroj veli¢ina unutarnjih kutova

n-terokuta jednak (n—2)-180°,

YazZno

Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova n-terokuta

kutova - K,

racunamo po formuli K, =(n-2)-180°

Prema tome zbroj veli¢ina unutarnjih kutova K,=(n-2)-180°=(7-2)-180°=5 - 180°=900°

mnogokuta u nasem je primjeru: 4
A
5
AI
A
A 4
A, A,

Ks=(n-2)-180°=(5-2)-180°=3-180°=540°

Ke=(n-2)-180°=(6-2)-180°=4-180°=720°

Zadaci

1. Na koliko se trokuta podijeli n-terokut crtanjem 3. Koliki je zbroj svih unutarnjih kutova u
svih dijagonala iz jednog njegova vrha ako mu je a) Cetrnaesterokutu;
broj vrhova: b) petnaesterokutu;
a) n=_§; b) n=09; c) Sesnaesterokutu;
c)n=10; d)n=15; d) sedamnaesterokutu?
e) n =28, f) n =357 4. Za koliko se razlikuje zbroj svih unutarnjih
2. Koliko je zbroj svih unutarnjih kutova n-terokuta kutova deseterokuta i jedanaesterokuta?
ako mu je broj vrhova: A deseterokuta i dvanesterokuta?
an=3§; b)n=9; An=10; 5. Nacrtaj tri Sesterokuta.
dn=11 en=12 fyn=137 a) lzmjeri veli¢ine njihovih unutarnjih kutova,
g n=24 hn=3 ) n=4 b) Izra¢unaj zbroj tih kutova i usporedi ga s
D n=102; k) n=52 ) n= 287 to¢nom vrijedno3$¢u.

21



Mnogokuti

Primjer 2. Rjesenje:
lzracunaJ ”ePOZ”atl kut Prvo izraCunamo koliko stupnjeva iznosi zbroj
C svih unutarnjih kutova peterokuta. Peterokutu

Kolika je veli¢ina

je n =5 pa taj podatak uvrstimo u formulu
Kp=(n-2)-180° j dobijemo:

Ks =(5-2)-180°=3-180°=540°
@ B Veli¢inu kuta & dobit ¢emo tako da od 540°
oduzmemo zbroj veli¢ina ostala cetiri kuta

nepoznatog kuta u
peterokutu na slici?

peterokuta:
5=540°-(146°+97°+126°+90°) =81°,

Zadaci

6. U mnogokutima na slici jednom je kutu veli¢ina
nepoznata. lzra¢unaj veli¢inu toga kuta.
F D
a) b)

7. Odredi sve kutove peterokuta ako je zadano:

ty ¢

a) Kut B je za 25° vedi od kuta a, kut y je za 25°
manyji od kuta a, kut 0 je za 40° vedi od kuta a , a
kut € = 100°?

b) Kut a je dvostruko veci od kuta B, kut v je
trostruko veci od kuta f3, kut o Cetverostruko je

vedi od kuta B, a kut ¢ peterostruko
je vedi od kuta .

¢) Kut a je za 25° veci od kuta S, kut
B je za 25° vedi od kuta y, kut y je za 25° vedi od
kuta 8, a kut 6 je za 25° vedi od kuta &.

Primjer 3. Rjesenje:
Odredi koji mnogokut ima zadani Podatak da je zbroj svih kutova u mnogokutu

Zl?l"Oj unutarnjih kutova 2160° uvrstimo u formulu K, =(n-2)-180° j
dobijemo jednakost: (n—-2)-180°=2160°.

_ _ _ - _ Iz ove jednakosti izracunamo broj n .
kojemu je zbroj unutarnjih kutova jednak (n-2)=2160°:180°

2160°? n-2=12
Zaklju¢ujemo da je n = 14. Zadani mnogokut
ima 14 vrhova, 14 stranica i 14 kutova.

Koliko vrhova, stranica i kutova ima mnogokut
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Zadaci

8. Koliko vrhova, stranica i kutova ima mnogokut 9. Prepisi, pa ispuni tablicu.
kojemu je zbroj svih unutarnjih kutova 26 32
a) 2340°; b) 3600°; c) 2880°; 4860° 6480°
d) 5220°; e) 3960°; f) 3060°?

U Sestom smo razredu naucili da susjedni kut nekog unutarnjeg kuta trokuta nazivamo
vanjskim kutom toga trokuta. Vanjski kutovi na slicisua', B'iy".
Vanjske kutove crtamo tako da redom produzimo stranice trokuta.

Unutarnji i pripadni vanjski kut zajedno cine
vanjski kutovi | 551 3eni kut. To znaci da je njihov zbroj 180°.
trokuta a+a'=180°
B+p'=180°,
y+v'=180°.

Zbrajanjem ovih jednakosti zakljucili smo da je zbroj
veli¢ina vanjskih kutova trokuta 360°.

Primjer 4. Nacrtajmo vanjske kutove peterokutu tako da

Vanjski kutovi mnogokuta T PRl e

gove stranice.

A3 IzraCunaj veli¢ine vanjskih ku-
@ tova peterokuta na slici
ako su zadane velicine
unutarnjih kutova:
a1=117° oy

A4 Az a =100°,
Ot4 21330 i O£5
h as =108°.
4, (&)

4, ap+a'7=180°% a +a', =180°% a3 +a'3=180°
Rjeéenje: ag+a'4=180"i a5 +a's =180°
Unutarnji i pripadni vanjski kut zajedno cine
Nacrtajmo vanjske kutove peterokutu tako da ispruzeni kut, tj. njihov je zbroj 180°.
redom produZimo njegove stranice. Kako su nam poznate veli¢ine unutarnjih kuto-
va, nije teSko naci odgovarajuce veliCine vanj-
skih kutova:

Susjedni kut nekog unutarnjeg
kuta mnogokuta nazivamo vanyj-
skim kutom tog mnogokuta. a'4=180"-133'=47"i a's =180°-108°=72°

vanjski kutovi

a'1=180°-117°=63% o', =180°-100° = 80%
mnogokuta

Da bismo izracunali vanjski kut @ '3, najprije
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moramo izracunati njemu pripadni unutarnji kut

Papirnati dokaz
a3, Kako je zbroj svih unutarnjih kutova pete- P

rokuta Ks =(5-2)-180°=3-180°=540°, onda je 1. Nacrtaj neki
a3 =540°—(117°+100°+133°+108°) = 82 mnogokut, koji
Sada mozemo izracunati kut @ '3: god Zelis.
a'3=180°-82°=98° 2. Nacrtaj mu
Zbrojimo li sve vanjske kutove ovog peterokuta vanjske kutove
dobit ¢emo da on iznosi 360°. i oboji svaki
a'1ta+a'3ta's+a's =63°+80°+98°+47°+72°=360° drugom bojom.
Opcenito za sve mnogokute vrijedi: 3. |zrezi svaki vanjski kut
= 4. Spoji ih vrhovima i vidjet
ces da cine puni kut.
Zbroj velicina svih vanjskih kutova zbroj vanjskih kutova
n-terokuta je 360°. mnogokuta

Zadaci

10. Koliki je zbroj svih vanjskih kutova 14. Odredi nepoznate veli¢ine kutova sa slike.
a) trokuta; b) cetverokuta; a) O b)
c) peterokuta; d) Sesterokuta;
e) pedeseterokuta; f) bilo kojeg n-terokuta? %

11. Kojem je mnogokutu zbroj vanjskih kutova
petnaest puta veci od broja n njegovih vrhova?

12. Odredi nepoznate veli¢ine kutova sa slike.

15. Koji mnogokut ima zbroj svih unutarnjih kutova

12 puta vedi od zbroja svih vanjskih kutova?

16. Razlika izmedu zbroja svih unutarnjih i zbroja
svih vanjskih kutova nekog mnogokuta je 720°.
Koliko kutova ima taj mnogokut?

17. Povrsina stola je u obliku mnogokuta. Koliko
stranica ima povrsina stola ako zbroj svih
njegovih unutarnjih kutova iznosi dvadeset

pravih kutova?

18. Ako se nekom mnogokutu broj stranica poveca
za 3, zbroj unutarnjih kutova poveca se dva puta.
Koliko stranica ima taj mnogokut?




v_ieébalica

1. Koliko je zbroj svih unutarnjih kutova
n-terokuta ako mu je broj vrhova:

A n=7; b) n=19; o n=22;
dn=43; e)n=41; fln=27?

2. U mnogokutima na slici nekim je kutovima
veli¢ina nepoznata. lzracunaj velicine tih
kutova.

3. Koliko vrhova, stranica i kutova ima
mnogokut kojemu je zbroj svih unutarnjih
kutova

a) 41407 b) 45007 c) 25207

d) 3780°;  e) 2880 f) 270077
4. Postoji li mnogokut kome je zbroj svih

unutarnjih kutova

a) 2800°; b) 55807; ¢) 2300°; d) 2500°.
5. Koliko je zbroj svih unutarnjih kutova

n-terokuta ako mu je broj dijagonala iz
jednog vrha:

a) 7 dijagonala,

b) 11 dijagonala,
¢) 34 dijagonale,
d) 42 dijagonale?

Mnogokuti

6. Koliko ukupno dijagonala ima mnogokut
kojemu je zbroj svih unutarnjih kutova

a) 1620°; b)) 12607 c) 3420
d) 39607

7. Koliki je zbroj svih vanjskih kutova
a) osmerokuta;
b) petnaesterokuta;
c) dvadeseterokuta?

8. Odredi nepoznate velicine kutova sa slike.

T e

65"

72,

120°

9. Koji mnogokut ima zbroj svih unutarnjih
kutova 11 puta veci od zbroja svih vanjskih
kutova?

10. Koji mnogokut ima zbroj svih unutarnjih
kutova 21 puta veci od zbroja svih vanjskih
kutova?

11. Koji mnogokut ima zbroj svih unutarnjih
kutova 15 puta veci od zbroja svih vanjskih
kutova?

12. Ako se nekom mnogokutu poveca broj
stranica za 8 zbroj unutarnjih kutova poveca
se 3 puta. Koliko stranica ima taj mnogokut?

13. Ako se nekom mnogokutu poveca broj
stranica za 8 zbroj unutarnjih kutova poveca
se 5 puta. Koliko stranica ima taj mnogokut?

14. Ako se nekom mnogokutu poveca broj
stranica za 12 zbroj unutarnjih kutova poveca
se 4 puta. Koliko stranica ima taj mnogokut?
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Mnogokuti

©.4. Pravilni mnogokuti

Stranice i kutovi mnogokuta

Izmjeri stranice i kutove svakom od mnogokuta na slici.

Sto primjecujes?

Medu svim mnogokutima svojim skladom se narocito isti¢u pravilni mnogokuti.

Najjednostavniji pravilni mnogokuti su jednakostrani¢an trokut i kvadrat. 4
Jednakostranican trokut je trokut kojem su sve stranice jednakih duljina.
Takoder znamo da su svi kutovi jednakostrani¢nog trokuta jednake
veli¢ine i iznose 60°.

D_I 4 I_C Kvadrat je Cetverokut kojem su sve stranice B a Yo
jednakih duljina, a svi su mu kutovi pravi.
D a C
. ¢ Romb je takoder cetverokut kojem su sve
o ] stranice jednakih duljina. No kutovi
A a B romba nisu jednake velicine. Zato
romb nije pravilni ¢etverokut.
A Z B
Vazno

Mnogokut kojem su sve stranice jednakih duljina i svi kutovi jednakih
velic¢ina zove se pravilni mnogokut.

Na slici su pravilni

0900000

peterokut Sesterokut sedmerokut osmerokut deveterokut deseterokut

26



Primjer 1. Unutarnji kutovi pravilnih
mnogokuta

Koliku veli¢inu mora imati svaki unutarnji kut
pravilnog
a) peterokuta; b) Sesterokuta?

Rjesenje:

1. nacin

Zbroj svih unutarnjih kutova peterokuta je
Ks=(5-2)-180°=3-180°=540°,

Kako pravilni peterokut mora imati sve unutar-
nje kutove jednakih veli¢ina, podijelit ¢emo
540° s pet i dobiti veli¢cinu unutarnjeg kuta pe-
terokuta:

as =540°:5=108°.

Isto tako, podijelimo li zbroj svih unutarnjih ku-
tova Sesterokuta sa Sest, dobit ¢emo unutarnji
kut pravilnog Sesterokuta:

_Ks _4-180°

=120°
Og 6
Unutarnji
kut pravilnog
mnogokuta
2. nacin

Vec smo naucili da je zbroj unutarnjeg i
pripadnog vanjskog kuta u svakom
mnogokutu 180°. Kako su pravilnim
mnogokutima svi unutarnji kutovi po
veli¢ini jednaki, onda im i svi vanjski ku-
tovi moraju biti jednaki po velicini.

Vanjski kut
pravilnog

mnogokuta

MMOqOKuﬁi

Veli¢inu unutarnjeg kuta pravilnog
mnogokuta racunamo po formuli
_(n-2)-180°
" n

Veli¢inu jednog vanjskog kuta pravilnog mno-
gokuta izracunat ¢emo ako zbroj svih vanjskih
kutova, koji iznosi 360°, podijelimo s brojem
njegovih vrhova n. Tako vanjski kut pravilnog
peterokuta iznosi a's =360°:5=72°, a unutar-
nji kut a5 =180° - 72° =108°.

Na isti na¢in moze se izraCunati vanjski kut
pravilnog Sesterokuta:

a'eg =360°:6=60°, a unutarnji kut

g =180°-60°=120°.

UCITELJICE, ZASTO
KAZETE UNUTARNJI KUT
| PRAVILNOG MNOGOKUTA, A
A NE UNUTARNAI KUTOVI?

ZATO 510 5l SVI KUTOV!
ISTE VELICINE, PA JE
DOVOLINO ZNATI VELICINU
JEDNOG UNUTARNJEG KUTA.
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Zadaci

Slozite Sibice kao na slici. 8. Postoji li pravilan mnogokut kojemu je vanjski kut
Ako maknete Sest unutarnjih 35°? Obrazlozi odgovor!

Sibica, koji cete mnogokut 9. Koliki je unutarnji kut pravilnog mnogokuta ako mu
dobiti? Je li on pravilan? se iz jednog vrha moze nacrtati 17 dijagonala?

o |
Unierierd Gelpios 10. Koliki je vanjski kut pravilnog mnogokuta koji ima

35 dijagonala?
2. Koliko iznosi unutarnji, a koliko vanjski kut

pravilnog
Zapisivanje decimalnog broja u obliku

stupnjeva, minuta i sekundi

a) osmerokuta; b) deveterokuta; c) deseterokuta?

3. Ako je vanjski kut pravilnog mnogokuta 18¢,
koliki je unutarnji kut tog mnogokuta? Koji je to Prilikom racunanja s veli¢inama kutova dzepno
mnogokut? racunalo rezultate zapisuje u obliku decimalnog
broja. Nakon toga je potrebno taj decimalni broj
zapisati u obliku stupnjeva, minuta i sekundi.

4. Koliko iznosi vanjski kut pravilnog
petnaesterokuta? A unutarnji kut?

5. Izraunaj veli¢inu unutarnjeg i vanjskog kuta 1. Za dobivanje zapisa u stupnjevima, minutama i
pravlilnog sekundama pritisnite tipku

a) sedmerokuta; 2. Pritiskom na strelicu@ pomaknite pokazivaé

b) jedanaesterokuta; jedno mjesto ulijevo na >DMS

¢) trinaesterokuta. ENTER
) N ] 3. Pritisnite tipku . U prvom retku zaslona bit
6. Ako je unutarnji kut nekog pravilnog mnogokuta . .
¢e napisano Ans> DMS

157.5°, koliki je vanjski kut tog mnogokuta? Koji je

Anf . . ENTER
to mnogokut? 4. Pritisnite tlpku .

7. Koji pravilni mnogokut ima unutarnji kut 160°?

Primjer 2. Ve¢ smo naucili da trokutu opisana kruznica

Kruinicaopisanajednakostranib’nom prolazi kroz sva tri vrha trokuta. To znaci da je
srediSte te kruznice jednako udaljeno od vrhova

trokutu - . . ..
trokuta. Sjetimo se svojstva simetrale duzine:

Konstruiraj jednakostranican trokut AABC i svaka to¢ka simetrale jednako je udaljena od

opiSi mu kruznicu. krajnjih toc¢aka te duZine. Kako su stranice
trokuta duzine, zakljucili smo da se srediSte
opisane kruznice nalazi u sjeciStu simetrala

Rjeéenje: stranica trokuta.

Konstruirajmo neki jed- 4 A

nakostranicni trokut sa

stranicom duljine a.

B a C p _-B C>-
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Konstruirajmo simetrale stranica jednakostra- Spojimo li duzinama vrhove trokuta AABC s

hicnog trokuta AABC. Ako Sm? dobro radili, tockom S, dobit ¢emo tri jednakokracna troku-

one Ce se 14 ta: AABS,ABCS i ACAS .

pr(veSJ:eci u.je?Inoj Na taj je nacin jednakostranic¢an trokut AABC
tocki S koja je podijeljen na tri medusobno sukladna trokuta
srediSte trokutu

AABC opisane
kruznice.

(prema poucku o sukladnosti trokuta stranica -
stranica - stranica).

Primjer 3:
KruZnicaopisanapravilnommnogokutu

Na slici su pravilni peterokut i Sesterokut. Po-
gledajmo Sto mozemo zakljuciti iz simetrala
stranica pravilnih mnogokuta.

A4 A5 A4 ~— ., —
y y Primjecujemo da se simetrale svih stranica sijeku
’ ’ A, A, u jednoj tocki S koja se zove srediSte mnogoku-
tu opisane kruznice. Primijetimo da je na gor-
njoj slici | SA =l SA; |, a isto tako | SA; = SAz |
A, A, A, 4,

pa mozemo zaklju¢iti da je | SA/|=l SAz |, a isto

Rjeéenje: vrijedi i za udaljenosti ostalih vrhova od tocke
Pogledajmo simetrale stranica ovih mnogokuta, S. Duzine koje spajaju srediSte S kruznice i
i njihova sjeciSta. Neka se dvije simetrale sijeku vrhove mnogokuta su polumjeri tom mnogoku-
u tocki S. tu opisane kruznice.

Primjer 4: Karakteristicni trokut

Pogledaj mnogokute na slikama. Objasni kako

su podijeljeni na trokute. A,
a C
A
r 7
s 3
a a
r r
A a B
4, 4,
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Mnogokuti

Spojimo li duzinama vrhove peterokuta s
tockom S, peterokut c¢e biti podijeljen na pet
jednakokracnih trokuta koji su medusobno
sukladni prema poucku stranica - stranica -

Pogledajmo kutove karakteristicnog trokuta.
Bududi da su ovi trokuti sukladni, onda su im
kutovi pri vrhu S jednake velic¢ine, a svi oni za-
jedno cine puni kut, tj. kut od 360°. Stoga je kut

stranica. Isto tako spojimo li duzinama vrhove pri vrhu svakog karakteristicnog

srediSnji kut

Sesterokuta s tockom S, Sesterokut ¢e biti podi- trokuta: .
. . o pravilnog
jeljen na 3est jednakostrani¢nih, medusobno s _360
. L o y n= mnogokuta
sukladnih trokuta. Pokusaj zakljuciti zaSto su - ST 360°
ovi trokuti kod pravilnog Sesterokuta jedna- LE{LES o4 e e (0 R ELCS Pn = n

A ravilnog mnogokuta.

kostranic¢ni? P g 9
Svakom pravilnom mnogokutu moze se
opisati kruznica.

Spojimo li duzinama vrhove mnogokuta sa
srediStem S kruznice, mnogokut ce biti podi-
jelien na n jednakokracnih trokuta koji su
medusobno sukladni (S-S-S).

karakteristiéni Ti trokuti zovu se karakte-

trokut risticni trokuti pravilnog n-ter-

okuta.

Trokut kojemu su dva vrha susjedni Isto tako iz medusobne sukladnosti karak-

vrhovi pravilnog mnogokuta, a tredi teristi¢nih trokuta zaklju¢ujemo da su im kutovi

srediSte kruznice opisane tom mnogokutu pri osnovici sukladni. Pogledajte kut Sto ga

zove se karakteristi¢ni trokut pravilnog Cine kut pri osnovici jednoga karakteristicnog

mnogokuta. trokuta s kutom pri osnovici drugoga njemu

susjednoga karakteristicnog trokuta. Lijepo

Duljina kraka karakteristicnog trokuta jedna- 53 el eB 8 ailie Zoel] JEeElR Uit

. . . . . kutu pravilnog mnogokuta. Stoga su kutovi uz
ka je polumjeru r kruznice opisane pravilnom

q Y o
osnovicu karakteristicnoga trokuta ?" .

mnogokutu.
Primjer 5. Izracunavanje kutova 4, A, 4,
karakteristicnoga trokuta
IzraCunaj velic¢ine kutova karakteristicnoga tro- 4
.. 4; 3 A A
kuta mnogokuta na slici: £ y
A D a C
S 4, 4, 4, A,
a a Rjesenje:
A Vec smo rekli da se kut pri vrhu karakteristichoga

a
S
Q
=

PN

trokuta zove sredisnji kut pravilnog mnogokuta.
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Mnogokuti

a) Jednakostrani¢nom trokutu je n = 3 pa je
360° 1200

Kako je zbroj kutova u trokutu 180°, onda je

srediSnji kut B3 =

velicina kuta pri osnovici karakteristicnoga

trokuta jednaka polovini razlike
180° - 120°=60°. Dakle kutovi pri osnovici su
po 30°.

b) Kvadratu je n = 4 pa je srediSnji kut

Ba = 36;0 = 90°. Kutovi pri osnovici su po 45°.

c) Sredisnji kut pravilnoga peterokuta

360°
Bs = 5 = 72°, a kutovi pri osnovici su po 54°.
d) Pravilnom Sesterokutu sredisnji Vidimo da su sva tri kuta karakteristicnoga
pravilnom 60° . . . -
y je kut Bg = = 60", a i kutovi pri trokuta pravilnoga Sesterokuta jednake veliCine.
Sesterokutu .. . L .
osnovici su po 60°. Znaci da su mu i stranice jednake duljine. Dakle

ag=r

duljina stranice pravilnoga Sesterokuta jednaka
je polumjeru opisane mu kruznice.

Primjer 5. Upisana kruZnica

Svakom pravilnom mnogokutu mozemo na sli¢an
nacin i upisati kruznicu. SrediSte upisane kruznice
je sjeciste simetrala unutarnjih kutova, a kod pravil-
nih mnogokuta to sredisSte poklapa se sa srediStem
opisane kruznice.

Polumjer upisane kruznice ujedno je i visina
karakteristi¢nog trokuta.

Zadaci

Sto je karakteristi¢ni trokut pravilnog mnogokuta?  16. Kolika je veli¢ina sredi$njih kutova pravilnih

i ?
Kakav je karakteristi¢ni trokut svakog mnogokuta e LR L (PO g cakiler

s obzirom na stranice? 17. Koliki kut zatvaraju dijagonale kvadrata?
Sto su kraci, a $to osnovica karakteristi¢cnom 18. Lukina mama Zzeli napraviti stolnjak u obliku
trokutu? pravilnog osmerokuta. Luka joj savjetuje da nacrta

osam karakteristi¢nih trokuta pravilnog osmerokuta.

Kojem je pravilnom mnogokutu karakteristicni o ) ) i
Ana tvrdi da je dovoljno nacrtati samo jedan

trokut jednakostrani¢an? e -
karakteristicni trokut ako se platno mudro presavije.

15. Od koliko se karakteristic¢nih trokuta sastoji S e 7 A 0 e S e e e e 6

il . papira formata A-4 pa obrazlozite svoj odgovor.
a) trokut; b) cetverokut; C) peterokut;

d) Sesterokut; e) sedmerokut; f) osmerokut; B it s siellalc et sagp i b elEli

merokuta.
g) deveterokut; h) n-terokut? il o L
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19. lzra€unaj sredisnji i unutarnji kut pravilnog: 21. Izracunaj trazene velicine za pravilne mnogokute.

a) Sesterokuta; b) osmerokuta; c) deseterokuta;
d) dvanaesterokuta; e) Cetrnaesterokuta;

f) deveterokuta; g) jedanaesterokuta; broj stranica | 5 7 18 | 24 | 20
h) trinaesterokuta; i) petnaesterokuta;
j) sedamnaesterokuta.

20. Konstruiraj upisanu i opisanu kruznicu trokutu koji je:
a) jednakostranican;
b) raznostranican Siljastokutan;
¢) pravokutan; d) tupokutan.

6.5. Konstrukcije pravilnih mnogokuta

Vez

Mnogokutu na slici nacrtane su samo neke dijagonale. Nacrtaj pre-
ostale dijagonale raznim bojama.

Vec¢ smo naucili da je geometrijska konstrukcija geometrijski crtez
‘ koji smo nacrtali upotrebom samo ravnala i Sestara. U Sestom smo
‘ razredu naucili ravnalom i Sestarom crtati kutove velicine 60°, 120°,

30°,90°i45°, ali isto tako i simetrale tih kutova, te simetrale duzina.

Takoder, naucili smo osnovne konstrukcije trokuta. To ¢e nam znan-
je trebati pri geometrijskoj konstrukciji pravilnih mnogokuta.

Ako ste zaboravili geometrijske konstrukcije kutova i osnovne konstrukcije trokuta,
potrazite ih na CD-u uz Peticu 7.

U sljede¢im primjerima ¢emo nauciti kako provesti geometrijsku konstrukciju nekih
pravilnih mnogokuta ako im je zadan polumjer opisane kruznice. Iskoristit cemo
znanje o srediSnjem kutu pravilnog mnogokuta i osnovnu konstrukciju trokuta
stranica - kut - stranica.

Primjer1.Geometrijskekonstrukcije Rjesenje:

[ v []
pravilnog sesterokuta i ) prefiedem ey
] 4
jednakostranichog trokuta vlju uvjerili smo se da
a) Konstruiraj pravilan $esterokut ako mu je Je sredisnji kut pravil-
polumjer opisane kruznice r = 1.5 cm. noga Sesterokuta

360°

b) Konstruiraj jednakostranic¢an trokut ako mu Be = 6 = 60°.
je polumjer opisane kruznice r = 2.5 cm. 1. Nacrtamo tocku S te A, A,

konstruiramo kruznicu k(S, 1.5 cm) na kojoj is-
taknemo jednu njezinu tocku, primjerice A;

2. ne mijenjajuci otvor Sestara, iz tocke A,
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presijecemo kruznicu k - dobili smo O A;SA, = 60°.

3. nastavimo prenositi zadani polumjer po

konstrukcija

pravilnoga

Sesterokuta

kruznici i tako dobivamo preos-
tale vrhove Sesterokuta;

4. duzinama spojimo tocke A,,
A, A; A, A, i Ag Dobili smo

pravilan Sesterokut.

1. 2.

A

b) SrediSnji kut jednakostranicnoga trokuta

_360°
3

B3 =120°.

A

MMOqOKuti

1. Nacrtamo tocku S te konstruiramo kruznicu
k(S, 2.5 cm) na kojoj istaknemo jednu njezinu
toCku, primjerice A;
2. iz toctke A, Sestarom prenosimo zadani
polumjer po kruznici;

3. kut 0 ASA; je kut od 120°;

4. duzinama spojimo svaku [ jednakostrani¢an

drugu tocku. Dobili smo trokut upisan u
jednakostranic¢an trokut kruznicu
1. :

A

3

G

Primjer 2. Geometrijs

ka

konstrukcija pravilnog

dvanaesterokuta

Konstruiraj pravilan dvanaesterokut ako mu je

polumjer opisane kruznice r = 2 cm.

SrediSnji kut
360°
Bg = 3

Zato ¢emo najprije konstruirati sredisSnje kutove

pravilnog dvanaesterokuta

=30°, a to je polovina kuta od 60°.

Sesterokuta. Zatim c¢emo ih prepoloviti sime-
tralama kutova. Tako ¢emo dobiti srediSnje ku-
tove pravilnog dvanaesterokuta.
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1. Nacrtamo tocku S te konstruiramo kruznicu
k(S, 2.5 cm) na kojoj istaknemo jednu njezinu
toCku, primjerice A;;

2. iz tocke A, Sestarom prenosimo zadani polu-
mjer po kruznici - dobili smo srediSnje kutove od
60°;

3. ovim kutovima konstruiramo simetrale i dobi-
vamo srediSnje kutove od 30°;

4. simetrale kutova sijeku kruznicu k u preosta-
lim vrhovima pravilnog dvanaesterokuta.

5. Spojimo duzinama tocke A, A,, A;, A, A,
Ag A, Ag, Ag, Ajp, A; 1A, i dobili smo pravil-
ni dvanaesterokut.

1.

konstrukcija
2 pravilnog
dvanaesterokuta

Zadaci

Konstruiraj pravilan Sesterokut ako mu je polumjer
opisane kruznice
a)r=2cm; b)r=3cm; ¢ r=3.5cm.
Konstruiraj jednakostranican trokut ako mu je
polumjer opisane kruznice
a)r=3cm; b)r=3.5cm; ¢)r=4cm.

3. U kruznicu promjera 6 cm upisi Sesterokut i nacrtaj
sve njegove dijagonale.

4. U kruznicu polumjera 4 cm upisi pravilan
dvanaesterokut. Nacrtaj sve njegove dijagonale.

5. Na kruznici promjera 9 cm konstruiraj vrhove
pravilnog dvanaesterokuta. Simetralom
kutova podijeli srediSnje kutove pravilnog
dvanaesterokuta.

a) Kojem je pravilnom mnogokutu dobiveni kut
sredis$nji kut?

b) Nacrtaj stranice i povuci sve dijagonale
pravilnom mnogokutu koji si dobio.
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Primjer 3. Geometrijska konstruk-
cija pravilnoga cetverokuta i pravil-
hog osmerokuta

a) Konstruiraj kvadrat upisan u kruznicu
polumjera r = 2 cm.

b) Konstruiraj osmerokut upisan u kruznicu
polumjera r = 2 cm.

Rjesenje:
a) Treba konstruirati kvadrat ako mu je zadan
polumjer opisane kruznice.

Sredisnji kut kvadrata S, = 360° _ 90°.
kvadrat
; S
upisan u
kruznicu 90°
A4, 4,

1. Nacrtamo tocku S te konstruiramo kruznicu
k(S, 2 cm) -
AAs

istaknemo jedan njezin promjer

2. konstruiramo simetralu duZine AA;;

LN
S
o
o

MMOqOKuti

3. simetrala duzine A/A; sijeCe kruznicu u pre-
ostala dva vrha kvadrata A, i A;. Spojimo vrhove
kvadrata A, A,, A; i A,.

b) SrediSnji kut pravilnog osmerokuta
360°

Bg = 3

Zato ¢emo najprije konstruirati srediSnje kutove

=45°, a to je polovina kuta od 90°.

kvadrata. Zatim ¢emo ih prepoloviti simetrala-
ma kutova. Tako ¢emo dobiti srediSnje kutove
pravilnog osmerokuta.

1. Nacrtamo tocku S te konstruira-

mo kruznicu k(S, 2 cm) i is- konstrukcija

pravilnog

taknemo dva njezina medusobno
i A;A; - do-
bili smo cCetiri srediSnja kuta od
90°%

osmerokuta

okomita promjera

2. ovim kutovima konstruiramo simetrale i do-
bivamo srediSnje kutove od 45°;

3. simetrale kutova sijeku kruznicu k u preosta-
la Cetiri vrha osmerokuta.

Spojimovrhove A, A,, A;, A, A, A, A, Ag

X

:A7 ;{L :A7 %
1. 2. I

i dobili sgo<pravilni osmerokut.
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Zadaci

6. Konstruiraj kvadrat upisan u kruznicu
polumjera

a)r=3cm; b)r=4cm; c)r=4.5cm.

7. Konstruiraj kvadrat kojemu je duljina
dijagonale 5 cm.

8. Konstruiraj osmerokut upisan u kruznicu
polumjera

ar=4cm; b)r=45cm; cr=6cm

Primjer 4.

9. U kruznicu promjera 9.5 cm upisi osmerokut i
nacrtaj sve njegove dijagonale iz samo jednog
vrha.

10. Nacrtaj dvije koncentri¢ne kruznice i u manju

upisi kvadrat, a u vecu pravilan osmerokut.

Probaj osmisliti dobiveni crtez.

Konstrukcija pravilnog mnogokutaakojezadanaduljinastranice

U sljede¢im ¢emo primjerima nauciti kako geometrijski konstruirati neke

pravilne mnogokute ako im je zadana duljina stranice.

Znamo konstruirati jednakostranic¢an trokut kojemu je zadana duljina stranice.

1. 2. 3.
a a
o ———o o ——o
a a B

A Opisi u tri koraka konstrukciju
jednakostrani¢nog trokuta sa
stranicom duljine a.

Primjer 5. Crtanje pravilnog
peterokuta sa zadanom stranicom

Nacrtaj pravilni peterokut kojemu je stranica
duljine 3 cm.

Rjesenje:
Iskoristit ¢emo znanje o osnovnom crtezu tro-
kuta kut - stranica - kut (K-S-K).

Pogledajmo skicu karakteristicnoga trokuta ne-
koga pravilnog mno- S
gokuta.

konstrukcija
pravilnog

peterokuta

Duljina osnovice je poznata. To je zadana dulji-
na stranice pravilnog mnogokuta. Takoder,
poznati su nam kutovi pri osnovici. Njihova je
veli¢ina polovina unutarnjega kuta pravilnog
mnogokuta.

Unutarnji kut pravilnog peterokuta

(5-2)-180°

oy = ——"
5

ti pomocu kutomjera.

=108° Ovaj ¢emo kut nacrta-

Nacrtajmo karakteristicni trokut:
1. nacrtamo duzinu A/A, duljine a = 3 cm;

2. uvrhu A, nacrtamo kut (%5 =54° tako da mu
je jedan krak AA, ;

3. uvrhu A, nacrtamo kut a—25:54° tako da
mu je jedan krak AA;;
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4. sjeciSte krakova tih kutova je tocka S.

1. 2. 3. 4. ¢

A 54 54" 54 54°

A 4, 4 A, A, 4, A, A,

2

Zal tocku S énamo éla je srediSte kruznice
opisane pravilnom peterokutu te daljnju kon-
strukciju izvodimo na vec poznati nacin:

5. nacrtamo kruZnicu k(S, |SA]|); L

6. po kruznici k nanesemo duzinu AA, jos
Cetiri puta, pocinjuci od tocke A,.

7. duzinama spojimo vrhove pravilnoga pete-

rokuta A;A,AA A

MMOqOKuti

Primijetimo da se i drugi pravilni mnogokuti
mogu konstruirati na jednak nacin.

InZenjeri i arhitekti konstruiraju i crtaju sve

- od namjestaja do aviona uz pomo¢ osobnog
racunala i uz upotrebu raznih CAD programa.
CAD je skracenica za Computer Aided Design -
racunalom potpomognut dizajn.

Konstrukcija pravilnih mnogokuta pomocu
racunala savrSeno je precizna i lakse ju je
izvesti.

Na CD-uz ovaj udzbenik naci cete gotove
primjere prikazane po koracima konstrukcije.
Tako cete i sami moci konstruirati pravilne
mnogokute pomocu programa za dinamicnu
geometriju, nacrtati im sve dijagonale i joS
puno toga.

N A

Zadaci

11. Konstruiraj kvadrat kojemu je stranica
a =5 cm, pa mu opisi kruznicu.

12. Konstruiraj jednakostranic¢an trokut kojemu je
stranica 3 cm pa mu opisi kruznicu.

13. Konstruiraj pravilan peterokut kojemu je duljina
stranice

b) 3.5 cm;

14. Koliki je polumjer kruznice opisane pravilnom

Sesterokutu kojemu je stranica dugacka 3 cm?
Konstruiraj taj Sesterokut.

a) 4 cm; c) 4 cm.

15. Pravilnom deveterokutu stranica je dugacka
2 cm. Konstruiraj njegov karakteristi¢ni trokut.
Zatim nacrtaj kruznicu sa srediStem u vrhu
karakteristi¢nog trokuta i polumjerom koji je jednak
duljini kraka trokuta. U Sestar uzmi duljinu stranice
deveterokuta i prenesi je po kruznici joS osam puta.
Spoji duzinama vrhove deveterokuta.

16. Probaj konstruirati pravilne mnogokute kao na slici.

17. Nacrtaj u
biljeZnici ovu
konstrukciju
samo Sestarom
i olovkom.

Koji mnogokut
¢emo nacrtati
ako redom
spojimo tocke?

18. Pomocu karakteristicnog trokuta nacrtaj pravila
peterokut duljine stranice:

a) 2.5 cm; b) 4.5 cm; ¢)5cm; d) 38 mm.

19. Pomocu karakteristi¢nog trokuta nacrtaj pravilan
sedmerokut duljine stranice:

a) 2.cm; b) 3 cm;c) 36 mm; d) 42 mm.

20. Pomocu karakteristicnog trokuta nacrtaj;

a) pravilan deseterokut suljine stranice 3 cm;

b) pravilan dvanaesterokut duljine stranice 25 mm;

c) pravilan petnaesterokut duljine stranice 3.5 cm.
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VJeébalica

1. lzracunaj veli¢inu unutarnjeg i vanjskog
kuta pravilnog n-terokuta ako je:

an=18; b)n=15;
c) n=20; d) n = 25.

2. Koji pravilni mnogokut ima unutarnji kut
1357

3. Ako je unutarnji kut nekog pravilnog
mnogokuta 150°, koliki je vanjski kut tog
mnogokuta? Koji je to mnogokut?

4. Ako je unutarnji kut nekog pravilnog
mnogokuta 165°, koliki je vanjski kut tog
mnogokuta? Koji je to mnogokut?

5. Ako je unutarnji kut nekog pravilnog
mnogokuta 162°, koliki je vanjski kut tog
mnogokuta? Koji je to mnogokut?

6. Ako je unutarnji kut nekog pravilnog
mnogokuta 168°, koliki je vanjski kut tog
mnogokuta? Koji je to mnogokut?

7. Postoji li pravilan mnogokut kojemu je
vanjski kut 40°? Obrazlozi odgovor!

8. Postoji li pravilan mnogokut kojemu je
vanjski kut 46°? Obrazlozi odgovor!

9. Postoji li pravilan mnogokut kojemu je
vanjski kut 20°? Obrazlozi odgovor!

10. Koliki je unutarnji kut pravilnog
mnogokuta ako mu se iz jednog vrha moze
nacrtati 11 dijagonala?

11. Koliki je unutarnji kut pravilnog
mnogokuta ako mu se iz jednog vrha moze
nacrtati 23 dijagonala?

12. Koliki je unutarnji kut pravilnog
mnogokuta ako mu se iz jednog vrha moze
nacrtati 21 dijagonala?

13. Koliki je vanjski kut pravilnog mnogokuta
koji ima 135 dijagonala?

14.

15.

20.

21

22.

23.

24.

Koliki je vanjski kut pravilnog mnogokuta
koji ima 170 dijagonala?

Koliki je vanjski kut pravilnog mnogokuta
koji ima 90 dijagonala?

. Izrac¢unaj kutove karakteristi¢nog trokuta

pravilnog n-terokuta ako je:

an=7; b) n = 8§; cn=10;
dn=15; e) n=20.

. Izra¢unaj kutove karakteristi¢nog trokuta

pravilnog n-terokuta ako je:

a) n=06; by n=12; cn=14;
dn=21;, e n=18.

. Konstruiraj Sesterokut upisan u kruznicu

polumjera

a) r=3.2 cm; b) r=4.7 cm.

. Konstruiraj kvadrat upisan u kruznicu

polumjera
a)r=4.2 cm; b) r=3.6 cm.

Konstruiraj kvadrat kojemu je duljina
dijagonale 6 cm.

. Konstruiraj osmerokut upisan u kruznicu

polumjera
a)r=3.2cm; b) r=4.7 cm.

Konstruiraj pravilan dvanaesterokut upisan
u kruznicu polumjera

a) r=5.2 cm; b) r=4.3 cm.

Konstruiraj pravilan Sesterokut kojemu je
duljina stranice

a)a=4.4 cm; b) a=3.6 cm.

Konstruiraj pravilan peterokut kojemu je
duljina stranice

a)a=5.2cm; b) a=3.8 cm.
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6.6. Opseg i povrsina mnogokuta

Povrsina

Kolika je povrsina
mnogokuta na slici?

)

\

T I

Dosad smo naucili racunati povrSine pravokutnika, kvadrata, trokuta, paralelo-

grama, trapeza i romba. U ovoj ¢emo temi nauciti kako mozemo izracunati opseg

i povrsinu bilo kojeg mnogokuta.

Primjer 1. Opseg mnogokuta

Izracunaj opseg svakog mnogokuta sa slike.

a)

b)

o)

D 5cm C
26 b=2cn
4 a=5cm B
C a=6cm B
b=34
o c=8cm
A

Rjesenje:

Prisjetimo se da je opseg trokuta, a isto tako i
Cetverokuta, zbroj duljina svih njegovih stranica.
Za raznostranican trokut opseg je o=a+ b + ¢,
a za raznostranican cetverokut opseg je
o=a+b+c+d.

a) Cetverokut ABCD ima dva para sukladnih
stranica pa mu je opseg o0=2-a+2-b ili krace
0=2-(a+b).

o=2(a+b)

0=2-5+2)cm=2.7 cm= 14 cm.

b) Trokut AABC je raznostranic¢an pa mu je opseg
o=a+b+c,tj.
o=6cm+3.4cm+8cm=17.4cm.

c¢) Opseg raznostranicnog peterokuta izracunat
¢emo po formulio=a+b+c+d + e.
0=54um+36m+22cm+3cm+42cm=184cm.

Vazno

Opseg mnogokuta

Opseg svakog mnogokuta je zbroj duljina
svih njegovih stranica.

o=a;+a +...+4,
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Primjer 2. Opseg mnogokuta sa
stranicama jednake duljine

Mnogokutima na slici stranice jednakih duljina
oznacene su jednakim malim slovom.

Napisi formule za opsege ovih mnogokuta.

a)

(@)

Rjesenje:

a)o=a+b+c+c+b ili krace
o=a+2-b+2-c
b)o=a+b+b+a+b+b ili krace
o=2-a+4-b

ogo=a+a+a+a+a ili kratce 0=5-a. Pri-
mijetimo da peterokut sa slike c¢) nije pravilan
iako su mu stranice jednakih duljina. Zasto?
Jasno, kutovi su mu razlicitih velic¢ina.

Pogledajte ova dva Sesterokuta na slici.

kut nije pravilan, a drugi jest, no oba imaju stra-
nice jednakih duljina, pa im je opseg 0=6-a.

Svakom n-terokutu kojem su sve
stranice jednakih duljina, dakle i
pravilnom, opseg izraCunavamo po
formuli o=n-a.

opseg pravilnog mnogokuta
o=n-a

Primjer 3. Duljine stranica izraZe-
he razlicitim mjernim jedinicama
Duljine stranica Sesterokuta su:
a=3cm,b=0.25m,c=1.3dm,d=1 dm,
e=36mmif=6cm.

IzraCunaj opseg ovog mnogokuta.

Rjesenje:

Treba izraCunati opseg zadanoga Sesterokuta.
No, Sto primjecujes?

Duljine stranica treba izraziti u istim mjernim
jedinicama, primjerice u cm.
a=3cm b=0.25m=25
cm

d=1dm=10cm
f=6cm

c=1.3dm=13cm
e=36 mm-=3.6cm

o=a+b+c+d+e+f
0=03+25+13+10+3.6+6)cm=60.6cm
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Zadaci

1. Napamet izraCunaj opsege ovih paralelograma.

10/ 30
:
20 ;;:; 2cm

15 a) Procijeni za koji ¢e mnogokut trebati

najdulja vrpca.
7 8 21 b) 1zracunaj to€no koliko ¢e vrpce trebati za
13 svaki pravilni mnogokut sa slike?
8
9

4. Razmak izmedu dviju susjednih svjetiljki
u parku je 15 m. Kolika je duljina staze

oko parka ako park ima oblik pravilnog
30 23 osmerokuta, a svjetiljke su postavljene u
svakom njegovu vrhu?

16 | Z
2. Napamet izracunaj opsege ovih pravilnih o & ' , e A P74
mnogokuta. LA gl N | s i
3cm 3cm (i : L SR B S
@ 5. Matijin djed Zeli Zicom ograditi svoju livadu.
3cm 30 m 40 m
3. Na slici su pravilni mnogokuti. Svaki treba
opasati ukrasnom vrpcom.
25 m
20 m
30 m
a) Koliko mu je Zice potrebno ako ograduje
livadu jednim redom Zzice?
b) Koliko mu je Zice potrebno ako ograduje
livadu s tri reda zice?
2 cm 2 cm
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6.

7.

Koliki je opseg mnogokuta sa slike?
14 cm
200 mm
3dm
17 cm
1dm
1.5dm

Opseg pravilnog osmerokuta je 56 cm. Kolika
je duljina jedne stranice tog osmerokuta?

. Sedmerokut ima sve stranice jednakih duljina,

a opseg mu je 59.5 dm. Kolika je duljina jedne
njegove stranice?

. Odredi duljinu nepoznate stranice

paralelograma ako su zadani opseg i duljina
jedne stranice:

a)o=20cm, b=4cm;

b) o=145dm, a =5.2 m;

10. Peterokutu su duljine triju stranica jednake,

11.

12.

tj. a = b = c = 4.5 cm. Takoder, preostale
dvije stranice medusobno su jednakih
duljina. Kolika je duljina svake od njih ako je
opseg peterokuta 2.35 dm?

Parkiraliste ispred Lukine kuce ima oblik
pravilnoga Sesterokuta. Opseg parkiralista je
72 m. Oko parkiraliSta su postavljeni stupovi
na razmaku od 2 m. Pritom je u svakom
vrhu Sesterokuta postavljen jedan stup, a
ostali duz stranica Sesterokuta, osim jedne
stranice koja je ulaz na parkiraliSte. Koliko
ima stupova oko parkiralista?

Kolika moze biti najveca duljina jedne
stranice igralista koje ima oblik pravilnoga

45 m zice? Duljina stranice mora biti cijeli
broj metara! IzraCunaj napamet!

13. Moze li se s 27 m Zice opasati teren koji ima
oblik pravilnoga peterokuta ako se zna da je
jedna stranica dulja od 5.5 metara. Izracunaj
napamet!

14. Majina mama plete uzorak za stolnjak, koji

ima oblik pravilnoga Sesterokuta kao na slici.

Ukupno je Sest Sesterokuta. Pocela je plesti
od najmanjeg, unutarnjeg Sesterokuta.
Svaki sljededi Sesterokut ima stranicu koja
je za Sest milimetara dulja od stranice
prethodnoga Sesterokuta. Kolika je duljina
stranice najmanjeg Sesterokuta ako je
Majina mama potrosila 2.7 m plavoga konca
na taj uzorak (ne ra¢unamo crni konac za
povezivanje)?

15. Ivan pric¢a Maji: "Znas li onaj nas vrtni stol
koji ima oblik pravilnoga osmerokuta. Svaka
je stranica duga cijeli broj centimetara.
Danas sam izvana obloZio rubove. PotroSio
sam to¢no 4.5 m trake." Maja mu odgovori:
"Nesto si krivo izmjerio!" Objasni (ne
racunajuci) kako Maja zna da Ivan nije dobro

Sesterokuta ako se mora opasati s najvise mjerio?
Primjer 4. Povrsina trokuta Rjesenje: e
< pravokutnog
a) Kolika je povrsina pravokutnog trokuta s ka- .a) Povr5|.na prav.ol.<utnogvj.trokuta e
tetama 3 cm i 4 cm? Jednf':lkaje polovini povrsine pravo- Peg. b2
kutnika odredenog katetama. Dakle,
b) Kolika je povrsina trokuta kojemu je duljina povréina pravokutnog trokuta B
stranice b = 12 c¢m, a duljina pripadne visine b jedna kateta- druga kateta B c
v,=4cm? - 2 a
o
p_a b:3 4:6cmz C b A
2 2 U Y.

42



MV\OqOKCuti E

=
—
L d
)
e
o
9]
o
©
=
o
€
]
O
Ll
<
£
=
) >N =
> ¥ @
.e S
= I °
o I 2~ =
8 2 e
s O I e WV
£ < =& 202
N S muu
- . ~
W S O o
O
o I o 9
< e— C
\ & | ¢ =
= 5
I
S o N
um 2
€ 2
=~ n
o 5 Q
s 2 S DM
o £ o
v—n/u_n wn ne
Eo 3 £ x
S G S 2 5
5 U ©
= > = %U
m.| — Uk
A} =] VO
o U X~ S >
v C o .—Da
D GO & =
g S5 © o
Y 5 o~
wn - |NZ m (\\]
o < v O v
220 o Q
Q. .= N
uw,r N 5U
=g & _| L X
vmumm4 v O
S9Oo g5 o N e s
2 © 5 »» N KN
o £E E ®©® ~ =
-~ 0 £ £ I - O
o o0 O o O <

ske likove kojima znamo izracunati povrsinu.

nogokuta sa slike.

cunaj povrsine m

lzra

a) Povrsinu deveterokuta ABCDEFGHI mozemo dobi-
ti tako da od povrSine pravokutnika JBCH sa strani-
cama duljina 10 i 5 jedini¢nih duzina oduzmemo:

kutnika FGDE sa stranicama

povrSinu pravo

duljina 3 i 2 jedini¢ne duzine i

¢noga pravokutnoga tro-

dnakokra

povrsinu je

kuta AAJI s katetama duljine 2 jedini¢ne du-

zine:
PaBcDEFGHI

=42

10-5-3-2—2'2=50—6-2

jedini¢na kvadrata.

I I I vl[ I I I I

“<l--F-*-=-lI-—-Fr=-4--I-—-t

kutnoga trokuta AKOL s katetama

PovrSinu peterokuta JKLMN mozemo dobiti tako
da od povrsine pravokutnika JMNO sa stranicama
duljina 9 i 7 jedini¢nih duzina oduzmemo povr-

duljina 2 i 4 jedini¢ne duzine:

sSinu pravo
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Pikimn =9'7—ﬂ=63—4=59 jedini¢nih
kvadrata.
2. nacin

Razdijelimo mnogokut na nekoliko povrSina
Cije velicine lako mozemo izracunati, na

P_/KLMN =P] +P2 +P3 =9'3+7'4+2.T4=

=27+28+4=59 jedini¢nih kvadrata.

¢) Jedan je od nacina da od povrsine pravokut-
nika ABCD sa stranicama duljine 9i 7 jedini¢nih
duzina oduzmemo povrsine pravokutnih troku-
ta oznacenih na slici sa

P, P, P,iP,

Z ad
16. l1zra€unaj povrSine mnogokuta na slici.
a)p c b)| €
4
C)

17. 1zracunaj povrSine mnogokuta na slici.

a) q b
TTTE

T

N
N

M
L

PorsT =Pagcp — (A + Py + P35+ Py) =
_9.6- (22,753,301, 42 54 2826
2 2 2 2

jedini¢nih kvadrata.

d) Osnovica trokuta AVYWima duljinu 6
jedini¢nih duzina, a visina povucena iz vrha Y
na tu osnovicu duga je 4 jedini¢ne duzine.

APyyw = % =12 jedinicnih kvadrata.

\
;
i =
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18. Mnogokut P je prerezan na dva dijela: na
mnogokute P, i P kao na slici.

Pokusaj bez ra¢unanja odrediti povrSinu i opseg
prvog mnogokuta na slici. Zatim odgovori (ne
racunajuci) koliki je zbroj povrSina i opsega
mnogokuta P, i P;. Sto zaklju¢uje3? Ako neki
mnogokut podijelimo na dva ili viSe mnogokuta
kakav ce biti zbroj povrsSina, a kakav zbroj
opsega novih mnogokuta u odnosu na povrsinu
i opseg pocetnog mnogokuta?

19. ParkiraliSte ima oblik peterokuta. Dimenzije
parkiraliSta dane su na slici. Izracunaj kolika je
povrsina toga parkiralista?

30 m
10 m
23 m
18 m
15 m
20. IzraCunaj povrsine mnogokuta na slici. Sve su
mjere u cm.

21.

22.

23.

24.

MquOKuﬁi

Napomena: Mnogokute uvijek moZzemo rastaviti
na trokute tako da nacrtamo sve dijagonale iz
jednog vrha. Tim trokutima onda izmjerimo
jednu stranicu i pripadnu visinu da bismo mogli
izracunati njihove povrsine. Da bismo dobili
povrsinu cijelog mnogokuta zbrojimo povrsine
svih trokuta.

a) trokuta AABC ;

b) trokuta AACD;

c) trapeza ABCD.

D c=5cm C

IzraCunaj povrsinu

1

vl 4

A a=10cm B

Lukina baka ima vrt u obliku trapeza, kao na
slici. 12 m

6 m
a) Kolika je duljina ograde tog vrta?
b) Kolika je povrsina vrta?

Izracunaj duljinu druge osnovice trapeza.
a)c=8cm,v=5cmiP=45cm?
b)c=9dm,v=12dmiP =198 dm2.
Uzorak na slici naziva se prijateljskom
zvijezdom i upotrebljava se pri izradi krpara
(Patchwork). Nacrtan je u mrezi kvadrata sa
stranicom 5 cm. Je li potrebno visSe plavog ili
bijelog platna za taj uzorak?
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25. Na slikama su skice prekrivaca za krevet.
IzraCunaj potrebnu koli¢inu platna pojedine boje
za svaki prekrivac.

—

a) T m
2.5 m 35 cm

— k70 cm3
: : )
0 50 cm
1.4 m %
50 cm
] Vi
k70 cmx<——140 cm —

26. Na slikama su prikazana dva uzorka americkih
krpara. Uzorci su nacrtani na mrezi od devet
kvadrata, a veli¢ina kvadrata mijenja se po zelji.
a) Izracunajte potrebnu koli¢inu platna pojedine
boje za svaki uzorak ako je stranica osnovnoga
kvadrata 8 cm, tj. stranica velikoga kvadrata je 24 cm.

b) Nacrtajte svoj uzorak.
¢) Napravite svoj prekrivac.
a) b)

Primjer 6. Povrsina pravilnih

mnogokuta

Povrsina stola ima oblik
pravilnoga Sesterokuta.
Kako bismo mogli izracunati
kolika je povrsina stola?

Rjesenje:

Mozemo razapeti tanko uze izmedu najudalje-
nijih vrhova Sesterokuta. Uzad ce se sjeci u
srediStu S pravilnoga Sesterokuta. Osnovica
karakteristi¢nog trokuta je stranica Sesterokuta
duljine a, a p je visina karakteristi¢nog trokuta.

27. BocCna strana sportske dvorane ima oblik dvaju
spojenih trapeza. Koliko je boje potrebno za
bojanje toga zida, ako je za 10 m?2 potrebno 2 |

boje? Z S
6m
\‘k ]0.5 m
£
- €
(o)
7o)
A 4 j r h 4

12 m

28. a) lzraCunaj povrsinu lika sa slike.
b) Konstruiraj ovaj lik u biljeznicu i podijeli ga
na Cetiri jednaka dijela po obliku i povrsini.
Svaki dio oboji drugom bojom.
¢) Kolika je povrsina svakoga toga dijela?

3 cm

|

=

6 cm

Stoga, povrsina karakteristicnog trokuta

a .
Py =Tp. Kako je Sesterokut sastavljen od Sest

ovakvih trokuta, onda je povrSina Sesterokuta

/2

PovrSinu pravilnog mnogokuta racunamo

tako da povrSinu karakteristiChog trokuta
pomnozimo s brojem stranica
a-p

P=n-P=n.-——
: 2
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MMOqOKuti

Zadaci

29. IzraCunaj povrsinu kvadrata upisanog u kruznicu a) u kojem su omjeru (priblizno) povrsina
polumjera 4 cm. 4 kvadrata i jednakostrani¢noga trokuta;

! b) u kojem su omjeru (priblizno) povrsina
pravilnoga Sesterokuta i jednakostrani¢noga
trokuta;

A] A3
AZ

30. Izmjeri potrebne veli¢ine, zatim izracunaj opseg i

povrsinu pravilnih mnogokuta sa slike.

a) 4
A A ¢) u kojem su omjeru (priblizno) povrsina
J ’ pravilnoga Sesterokuta i kvadrata?
32. Luka je izracunao da je povrsina karakteristicnoga

F A4 trokuta pravilnoga peterokuta cijeli broj djeljiv
s tri. Maja tvrdi da je tada i povrSina pravilnoga

\ A N A peterokuta takoder djeljiva s tri, a Luka tvrdi da

1 2
A je, naprotiv, djeljiva s 15. Tko je od njih dvoje u

pravu?

33. U istu kruznicu upisani su pravilni trokut,
Cetverokut, Sesterokut i osmerokut. Koji od njih
ima najmanju, a koji najvecu povrsinu? Kojem
¢e se od njih povrSina najmanje razlikovati od
povrsine kruga opisanog tom kruznicom?

34. Stranica pravilnog mnogokuta je duga 6 cm, a
visina karakteristi¢nog trokuta 4 cm. lzracunaj
povrsinu tog mnogokuta ako je on pravilni

Napomena: izracunate povrsine pravilnih a) peterokut;

b) sedmerokut;
c) deseterokut?

mnogokuta sa slike bit ¢e zbog greske u mjerenju

priblizno tocne u odnosu na njihove stvarne veli¢ine.)

i . y 35. Duljina stranice pravilnog peterokuta je 8 cm, a
31. Nacrtana su tri pravilna mnogokuta kojima su . . .
o _ N A o veli¢ina njegove povrsine je 110 cm?2.
stranice jednakih duljina (vidi sliku). Izmjeri
Kolika je visina karakteristi¢nog trokuta tog

peterokuta?

potrebne duljine, izracunaj povrsine te odgovori:
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Mnogokuti

VJeébalica

1.

Opseg pravilnog deseterokuta je 16 cm.
Kolika je duljina jedne stranice tog
deseterokuta?

. Opseg pravilnog trinaesterokuta je

3.9 dm. Kolika je duljina jedne stranice
tog 13-kuta?

. Osmerokut ima sve stranice jednakih

duljina, a opseg mu je 9.6 dm. Kolika
je duljina jedne njegove stranice?

23-kut ima sve stranice jednakih
duljina, a opseg mu je 3.45 dm. Kolika
je duljina jedne njegove stranice?

. Peterokutu su duljine triju stranica

jednake, tj.a=b=c=2.2 cm.
Takoder, preostale dvije stranice su
medusobno jednakih duljina. Kolika
je duljina svake od njih ako je opseg
peterokuta 1.32 dm?

Sedmerokutu su duljine triju stranica
jednake, tj.a=b=c=1.3 cm.
Takoder, preostale Cetiri stranice su
medusobno jednakih duljina. Kolika je
duljina svake od njih ako je opseg
1.35 dm?

Izracunaj povrSine mnogokuta sa slike.
Sve mjere su u cm.

8. Izra€unaj povrsinu pravokutnog trokuta
kojemu su duljine kateta

a=5cmib=4cm.

9. IzraCunaj povrsinu trokuta sa slike

C

4 cm
5.6 cm

A B

10. Izracunaj povrSinu trokuta ABC kojemu
je duljina stranice b= 55 mm, a duljina
visine na tu stranicu v, = 8 cm.

11. Izracunaj duljinu stranice c trokuta
ABC ¢ija je povrsina P=15cm?, a
duljina pripadne visine v, = 6 cm.

12. 1zracunaj velicine kvadrata koje
nedostaju

5cm

64 dm 14 cm
16 dm?
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13. IzraCunaj duljinu stranice i opseg
kvadrata ako je njegova povrsina:
a) 9 cm?; b) 16 mm2.

14. Sirina okvira na slici je 5 cm. lzra€unaj
njegovu povrsinu.

2dcm 4dm

52 cm

15 cm

15.0dredi duljinu nepoznate stranice
paralelograma ako su zadani opseqg i
duljina jedne stranice:
a)o=78cm, b=6.5cm;

b) o=8.4dm, a=0.07 m.

16.Stranica a paralelograma iznosi 12
cm, a stranica b je za 1 cm dulja od
stranice a. Koliko je duga stranica b?
Koliki je opseg tog paralelograma?

17.Stranica b paralelograma iznosi 2 dm,
a stranica a je dvostruko manja od
stranice a. Koliko je duga stranica a?
Koliki je opseg tog paralelograma?

18.lzracunaj veli¢ine paralelograma koje
nedostaju.

7B 10 cm 30 m

b 8.6 dm

N 7 cm 1I5m | 12 cm

78 3.5 cm 18 cm
60.2dm| 150 m

P 86 dm? 144 cm?

MMOqOKuti

19. Skiciraj romb i izracunaj mu povrsinu,
ako su mu duljine dijagonala:
a)bcmi 8 cm;

b) 54 cmi 6 cm.

20.1zracunaj visinu trapeza sa osnovicama
aic, te povrSinom P.
a)a=10cm,c=5cmiP=45 cm?;
b)a=7.6m,c=3.2miP=13.5m2.

21.1zracunaj duljinu druge osnovice
trapeza.

a)c=8cm,v=5cmiP=45cm?
b)c=9dm, v=12dmiP=198 dm?2.

22. lzraCunaj povrsine pravilnih
mnogokuta.

a) pravilni Sesterokut, a = 4 cm;

b) pravilni deseterokut, a = 3 cm,
p=4.6cm;

¢) pravilni deveterokut, a =5 m,
p=7.3m;

d) pravilni dvanaesterokut, a = 10 dm,
p=18.7dm.

23. Na slikama su prikazani uzorci za
americke krpare. Uzorci su nacrtani na
mrezi od devet kvadrata. lzraCunajte
potrebnu koli¢inu platna pojedine
boje za svaki uzorak, ako je stranica
osnovnog kvadrata 4 cm, tj. stranica
velikog kvadrata je 12 cm.
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Mnogokuti

©.7. Ponavljanje

Pitanja za ponavljanje:

—

HowWw N

0 N O wuv

0.

10. Koliko se dijagonala mozZe nacrtati iz samo

11

. Sto je mnogokut?
. Sto je n-terokut?
. Kako se zove n-terokut kojemu je n=7?

. Koliko n-terokut ima stranica, koliko vrhova,

a koliko kutova?

. Koji su mnogokuti konveksni?
. Postoji li trokut koji nije konveksan? Zasto?
. Sto su stranice mnogokuta?

. Kako zovemo stranice mnogokuta koje

nemaju zajednickih tocaka?

Sto su dijagonale mnogokuta?

jednog vrha n-terokuta? Zasto?

. Koliko ukupno ima dijagonala n-terokut?

12. Na koliko se trokuta podijeli n-terokut ako

mu se povuku sve dijagonale iz samo jed-
nog vrha?

13. Koliki je zbroj svih unutarnjih kutova n-

1.

2. Mnogokuti na slici oznaceni su brojevima od 1 do 16.

terokuta.

Zadaci z a

Nacrtaj peterokut, ozna¢i mu vrhove i napisi
koje duzine su mu stranice, a koji kutovi su mu
unutarnji kutovi.

ValraTo:

NATIO

14. Koliki je zbroj svih vanjskih kutova
mnogokuta?

15. Koliki je zbroj unutarnjeg i njemu pripad-
nog vanjskog kuta?

16. Koje mnogokute nazivamo pravilnim?

17. Kako se zove pravilni trokut?

18. Kako se zove pravilni ¢etverokut?

19. Je li romb pravilni mnogokut? Zasto?

20. Koji trokut u pravilnom mnogokutu
zovemo karakteristi¢ni trokut?

21. Sto su krakovi karakteristi¢énog trokuta
pravilnog mnogokuta?

22. Na koliko se karakteristi¢nih trokuta moze
podijeliti svaki pravilni n-terokut?

23. Koliki je sredisnji kut svakog pravilnog

n-terokuta?
24. Sto je opseg mnogokuta?

25. Kako izracunavamo povrsinu mnogokuta?

ponavljanje:

10 11
9 \/ 12

Uz svaki od sljedecih izraza zapiSi brojeve svih
mnogokuta koji imaju to svojstvo:

a) nasuprotne stranice paralelne
b) nasuprotne stranice jednakih duljina
¢) bar jedan tupi kut

d) bar jedan izboceni kut

e) sve stranice jednakih duljina

f) svi kutovi jednakih veli¢ina

g) pravilni mnogokut

h) svi kutovi pravi




i) paralelogram

Jj) pravokutnik

k) romb

I) trapez
m) trokut

n) cetverokut

0) peterokut

p) Sesterokut

r) sedmerokut

s) osmerokut

t) nekonveksni

. Koliko najviSe dijagonala mozeS$ nacrtati iz
jednog vrha
a) Cetverokuta; b) sedmerokuta;
c) osmerokuta; d) deveterokuta;
e) petnaesterokuta; f) dvadesterokuta?

. Popuni tablicu.

Broj vrhova n 5

Broj dijagonala iz 10
jednog vrha d

Broj dijagonala D, 104

Zbroj unutarnjih

O
kutova K, 240

Zbroj vanjskih
kutova

. Na koliko trokuta se podijeli sedmerokut
povlacenjem svih dijagonala iz samo jednog
njegovog vrha?

. Koliko vrhova, stranica i kutova ima mnogokut
kojemu je zbroj svih unutarnjih kutova 3780°;

. Zbroj unutarnjih kutova nekog mnogokuta je za
3780° vedi od zbroja vanjskih kutova.
Koliko stranica ima taj mnogokut?

. Odredi nepoznatu veli¢inu kuta mnogokuta sa

slike.

Mnogokuti

9. Izracunaj sredisnji kut i vanjski kut pravilnom
a) deseterokutu; b) Sesnaesterokutu.

10. Koji pravilan mnogokut ima unutarnji kut
a = 144%

11. Koliki su kutovi karakteristi¢cnog trokuta
pravilnog peterokuta. Konstruiraj pravilni
peterokut duljine stranice 4 cm.

12. Mozes li kons truirati peterokut koji ima 4 kuta
prava?

13. Konstruiraj pravilni Sesterokut i pravilni trokut
koji su upisani u istu kruznicu polumjera 3 cm.

14. Konstruiraj kvadrat i pravilni osmerokut koji su
upisani u istu kruznicu polumjera 6 cm.

Nakon toga svakom od njih nacrtaj sve
dijagonale.

15. Koliki je polumjer kruznice opisane pravilnom
Sesterokutu ako mu je opseg 38.4 cm.

16. Povrsina karakteristi¢nog trokuta pravilnog
dvadeseterokuta je 45.7 dm?2. Kolika je povrsina
tog mnogokuta?

17. Izra¢unaj duljinu stranice pravilnog mnogokuta

36
s devet vrhova Ciji je opseg 2 m.

18. Opseg pravilnog mnogokuta je 27 centimetara.
Koliko dijagonala mozemo povudi iz jednog
vrha ako znamo da mnogokut ima viSe od 5 a
manje od 10 stranica?

19. Zbroj unutarnjih kutova nekog pravilnog
mnogokuta je 2340°, a njegov opseg je 123 cm.
Kolika je duljina jedne njegove stranice ?

20. Izracunaj povrSine mnogokuta sa slike

E ' 4cm D
4.cm o C
2 cm
A 6 cm B
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Mnogokuti

21. Rije¢ni kanali u popre¢nom presjeku cesto
imaju oblik trapeza. Pritom Sirina kanala na
povrsini vode uvijek mora biti ve¢a od Sirina na
dnu kanala. Sirina kanala na dnu je 1.5 m, a na
povrsini 3.5 m. Kolika je dubina kanala ako je
povrsina poprecnog presjeka kanala
P=10 m2.

povrsina vode u kanalu

dubina kanala

22. Lukin djed je vrt u obliku pravilnog peterokuta
podijelio na tri gredice. Djed je izmjerio duljine
d,, v, ivsizapisao ih u metrima s to¢nos¢u na

dvije decimale. Pogledaj sliku.
AI

4
3

Koristeci duljine koje je Lukin djed izmjerio
odgovori na sljedeca pitanja:

a) jesu li sve tri gredice jednake povrsine?
b) kolika je povrsina svake gredice?

¢) kolika je povrsina cijelog vrta?

RjeSenje ovog zadatka imas na svom CD-u.
Naravno, radi se o pribliznoj povrsini, a sve
duljine su prikazane u mjerilu 1:100.

23. Maja Zeli pobojati zid svoje sobe u potkrovlju.
Donji dio zida Zeli pobojati svijetlo ljubi¢astom

bojom, a gornji tamno ljubi¢astom, kao na slici.

24.

25.

26.

27.

28.

a) lzra¢unaj potrebnu koli¢inu pojedine boje,

ako je za 10 m?2 potrebno 2 | boje.

b) Maja namjerava sama pobojati taj zid. Koliko

vremena Ce joj trebati za bojanje, ako za 1 sat

moze pobojati 3 m2.
2.5m

3>
>

54 dm

<<
3 >

Postoji li pravilni mnogokut s »n stranica kojem
je duljina stranice izrazene prirodnim brojem, a
opseg mu iznosi n + 2. Obrazlozi tvrdnju!

MozZe li n-terokutu koji ima paran broj stranica
opseg biti izraZzen neparnim brojem ako znamo
da su mu duljine stranica izrazene prirodnim
brojevima?

Moze li povrsina pravilnog sedmerokuta biti
40 ako znamo da karakteristi¢ni trokut ima
povrsinu koja je izraZzena prirodnim brojem?

Ivan prica: “PovrSina karakteristi¢nog trokuta

7
skrivenog pravilnog mnogokuta je 10

kvadratnih centimetara, a povrsSina Citavog
mnogokuta izraZzena u kvadratnim centimetrima
je cijeli broj. Koliko najmanje vrhova moZe imati
taj mnogokut?”

Mali plesni podij u obliku pravilnog Sesterokuta,
poplocan je kvadratnim ploc¢icama sa stranicom
duljine 4 dm. Na slici je umanjena slika povrSine

plesnog podija. A\

a) lzracunaj povrsinu // \\
plesnog podija. / \\
b) Izracunaj povrsinu N
pravilnog Sesterokuta na < >’
ovoj slici.

) Sto mislig, je li \‘\‘ /‘/
esterokut sa slike sli¢an \ /

Sesterokutu plesnog

podija? Obrazlozi odgovor!

c) U kojem su omjeru stranica Sesterokuta sa
slike i stranica plesnog podija?

d) U kojem su omjeru povrsina Sesterokuta sa
slike i povrSina plesnog podija?
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Primjerak

1. 1zracunaj zbroj svih unutarnjih kutova de-
veterokuta.

2. |1z jednog vrha nekog mnogokuta moze se
povuci 8 dijagonala.
a) Koliko stranica ima taj mnogokut?
b) Koliko ukupno dijagonala ima taj
mnogokut?

3. Popuni tablicu.

Broj vrhova n 7

Broj dijagonala iz
jednog vrha d

Broj dijagonala

65
Dn

Zbroj unutarnjih

O
kutova Kp ey

Zbroj vanjskih
kutova

4. Zbroj unutarnjih kutova nekog pravilnog
mnogokuta je 3060°, a njegov opseg je

399 cm. Kolika je duljina jedne njegove
stranice?

5. Odredi nepoznate velic¢ine kutova sa slike.

6. Opseg pravilnog Sesterokuta je 102 cm.

a) lzracunaj duljinu jedne njegove stranice.

Mnogokuti

oglednog testa:

b) izraCunaj unutarnji kut;
c) izracunaj sredisnji kut.

7. lzraCunaj povrsinu lika sa slike?

8.

9.

a) E D

A 7 cm B

Duljina osnovice paralelograma je 6.4 cm, a
duljina pripadne visine je 0.45 dm. Kolika je
njegova povrsina?

Duljine osnovica trapeza su 5 cmi 14 cm.
Kolika je visina trapeza ako mu je povrsina
114 cm?.

10. Uz pomoc¢ kutomjera nacrtaj pravilni pe-

11.

14.

15.

terokut koji ima stranicu dugacku

3.5 cm.

Nacrtaj duzinu duljine 63 mm, pa je podi-
jeli na 5 jednakih dijelova.

. Nacrtaj duzinu duljine 59 mm, pa je podi-

jeli tockom F u omjeru 2 : 4.

. Stranice trokuta ABC dugacke su redom: 3

cm, 6 cm i 4 cm. Najveca stranica njemu
slicnog trokuta A’B’C’ je 9 cm. Koliki je
koeficijent sli¢nosti, te kolike su duljine
preostalih stranica?

Kolika je visina nebodera cija je sjena 36
m, ako je istovremeno sjena Covjeka vi-
sokog 2 m dugacka 2.6 m?

Opseg raznostrani¢nog trokuta Cije se
duljine stranica odnose kao 2 : 4 : 5 je 125
mm. Konstruiraj taj trokut.
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7. KvruzZnica i \é\ruﬁ

Vazni pojmovi
kruznica, krug

polumjer i  promjer
kruZnice

kruzni luk

kolinearne i nekolinearne
tocke

sredisnji i obodni kut
kruZznice

tangenta

sekanta

broj

opseg i povrSina kruga

U prethodnoj nastavnoj cjelini upoznali smo se s mnogokutima. U mno-
gokute se ubrajaju trokut, cetverokut, peterokut, Sesterokut, sedmerokut,
osmerokut itd. Pogledajmo sliku s pravilnim mnogokutima:

e e

trokut Cetverokut peterokut Sesterokut

sedmerokut osmerokut deveterokut deseterokut

jedanaesterokut dvanaesterokut

Primijetimo, Sto je broj stranica veci, to pravilan mnogokut svojim oblikom sve
viSe nalikuje na krug. Stoga je prirodno prijec¢i na proucavanje vaznih svojstava
kruga i kruznice, nakon Sto smo proucili mnogokute. Gradivo iz mnogokuta
pomoci ¢e nam da donesemo neke vazne zakljucke o novom gradivu.

U ovom ces poglavlju, primjerice, nauciti:
- Sto je to k(B, 3.5 cm);
- Koliko najmanje toc¢aka ravnine odreduje kruznicu;
- Sto su to sredi$nji i obodni kut kruZnice i u kakvoj su vezi;
- Kako glasi Talesov poucak;
- Sto je to sekanta;
- Sto je to tangenta i kako je konstruirati;
- Kakav je to broj Tr.

| joS mnogo toga.
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Kvuzwnica i Krug

Brzinski usmeni zadaci za 6. Koje od ovih tocaka
ponavljanje pripadaju:
a) kruznici;

1. Koje skupove toCaka u ravnini poznajes a da b) krugu:

su povezani s kruznicom i krugom? . . .
P 9 ¢) krugu, ali ne kruznici?

2. Sto je polumjer kruznice? Kako se on jo3
naziva?

Gdje u svakodnevnom Zivotu

susrecemo krugove?

3. Sto je promjer kruznice? Kako se jo3 naziva?

4. Koja je razlika izmedu kruznice i kruga?
5. Koje dijelove kruga prepoznajes na slici:

a)

7.1. Osnovno o kruznici i krugu

Pogledaj ovu kartu.
a) Koja su mjesta od Zagreba udaljena jednako kao i Samobor?

b)Koja su mjesta od Zagreba udaljena jednako kao i
Karlovac?

Pojmovi vezani uz kruznicu i krug poznati su nam iz 5.
razreda. Ovdje ¢emo ih kratko ponoviti.

Vazno

Istaknimo u ravnini tocku S. Kruznica sa
srediStem S skup je svih toCaka ravnine koje
su jednako udaljene od tocke S.

Krug je dio ravnine omeden kruznicom.
Kruznica Krug
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Kvuzwnica i \Crus

Duzina koja spaja srediSte i neku tocku
na kruznici naziva se polumjerom ili
radijusom kruznice. A

SA- polumijer ili radijus kruZnice

Duljinu te duzine takoder nazivamo polu-
mjerom ili radijusom i obi¢no je oznacavamo slovom r.
|SA|=r

ezd tocke na kruznici. Uza srediéte on nam je potreban kako bismo znali
nacrtati kruznicu. Matematicka oznaka za kruznicu sa srediStem S'i
polumjerom r je k(S, r). Citamo: ,kruZnica oko srediita S polumjera ¢*".

Na isti nacin:

k(S, 2 cm) ¢itamo: “kruznica oko sredista S polumjera 2 cm”

k(S, r) k(T, 1 cm) citamo: “kruznica oko srediSta T polumjera 1 cm”

Nacrtaj ove kruznice.

Duzina koja spaja dvije tocke na kruznici i prolazi

njezinim srediStem naziva se promjerom ili A
dijametrom kruznice.
B

AB - promjer ili dijametar kruznice

Duljinu te duzine takoder nazivamo promjerom ili
dijametrom, a oznacavamo je slovom d. |AB|=d

Nacrtajmo kruznicu, na njoj istaknimo

_ dvije tocke te ih spojimo. Tako ¢emo 4 A g
tetiva dobiti tetivu. Tetiva je duzina koja ©

spaja dvije tocke na kruznici.

AB - tetiva

Svaka tetiva sijeCe krug na dva kruzna B -

odsjecka. Takoder, svaka tetiva dijeli 4 y
kruznicu na dva kruzna luka. Kruzni S,

luk je dio kruznice omeden s dvije toCke

na kruznici.

Tetiva AB dijeli

Tetiva AB dijeli
WV - Sl kruznicu na dva

krug na dva kruzna .
je promjer. odsjecka. kruzna luka.

,@— kruzni luk

Najdulja tetiva u svakoj kruznici njezin
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Primjer 1. Dijelovi kruZznice i kruga

Pogledaj sliku i dopuni recenice pojmovima:
kruzni luk, tetiva, kruzni isjecak, kruzni odsje-
cak, kruzni vijenac i polukrug.

) J
a) b)
Ovo je Ovo je
c 7 d) /\
Ovo je Ovo je
e) f)
Ovo je Ovo je

KvuzZwnica i Krug

Rjesenje:

Na slici a) nalazi se kruzni vijenac. Kruzni
vijenac je dio ravnine omeden s dvije koncen-
tricne kruznice. Prisjetimo se, koncentric¢ne
kruznice su kruznice u ravnini koje imaju
zajednicko srediste.

Na slici b) nalazi se kruzni isjecak. Kruzni
isjeCak je dio kruga omeden s dva njegova
polumjera i pripadnim kruznim lukom.

Na slici c) je tetiva.

Na slici d) je kruzni luk.

Na slici e) je kruzni odsjecak. Kruzni odsjecak
je dio kruga omeden jednom njegovom tetivom
i pripadnim kruznim lukom.

Na slici f) je polukrug. Primijetimo da je
polukrug ujedno i kruzni isje¢ak i kruzni
odsjecak.

Zadaci

1. Sto je: a) kruznica; b) krug; c) kruzni vijenac; d)
polumjer; e) promjer; f) tetiva; g) kruzni luk; h)
kruzni isjecak; i) kruzni odsjecak; j) polukrug; k)
polukruznica?

Skiciraj svaki navedeni skup tocaka.

2. Koja je razlika izmedu polumjera i promjera?

3. a) Nacrtaj kruznicu kojoj je polumjer 3 cm;
b) Nacrtaj kruznicu kojoj je promjer 3 cm.

4. Sto su to koncentri¢ne kruznice? Nacrtaj tri
koncentri¢ne kruznice s promjerima 3 cm, 5 cm i
7 cm.

5. Prepisi, pa dopuni recenice:
a) Promjer kruznice je 4 cm, a njezin polumjer je

b) Promjer kruznice je 21 cm, a njezin polumjer
je 3
c) Polumjer kruznice je 21 cm, a njezin promjer
je 3
d) Promjer kruznice je 30 cm, a njezin polumjer
je__
6. Nacrtaj k(A, 2.5_cm). Na njoj istakni tocke Ki Li
nacrtaj tetivu KL .
a) Kako se zove dio kruznice omeden tockama K
i L? Istakni ga bojom;

b) Kako se zove dio kruga omeden duzinom KL ?
Istakni ga bojom.

7. Nacrtaj k(A, 2.5 cm), istakni jedan promjer i
bojom oznaci polukrug i polukruznicu.

8. Gdje u svakodnevnom Zzivotu susreces:
a) polukrug; b) polukruZznicu; ¢) kruzni isjecak;
d) kruzni odsjecak; e) kruzni luk?

9. Prepisi, pa dopuni re€enicu: Tetiva koja prolazi
sredistem kruznice naziva se

10. Pogledaj sliku i odgovori na pitanja
kako se, obzirom na kruznicu i
krug, zove skup tocaka:

a) to¢ka K: b) NL ; ©) NL;

d) dio kruga oznacen brojkom T;
e) dio kruga oznacen brojkom 2;
f) dio kruga oznacen brojkom 3;
9) JL;h) NJ; D NJ; ) KN;K) KM .

11. Precrtaj pa bojom istakni:

a) tetivu AO ; b) manji kruzni
odsjecak nad tetivom AO ; ¢) oba
kruzna luka AQ; d) vedi kruzni
isjecak koji pripada luku AO.

J

A

oM
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Primjer 2. Medusobni polozaj dviju
kruZnica u ravnini

Nacrtaj dvije kruznice. U koliko se to¢aka mogu
sjeci dvije kruznice u ravnini?

Rjesenje:

RjeSenje zadatka ovisi o polozaju dviju kruznica
u ravini koje smo nacrtali.

Dvije kruznice se mogu medusobno sjedi. Tada
kazemo da kruznice imaju dvije zajednicke
tocke. To sutocke Ai Bsaslike, jer one pripadaju
i prvoj i drugoj kruznici. Tocke u kojima se
sijeku dvije kruznice nazi-

vamo njihovim sjeciStima. 4

dvije kruznice se
sijeku

Dvije kruznice mogu imati

i jednu zajednicku tocku.

Tada ne govorimo da se

kruznice sijeku, nego da se dodiruju. Njihova
zajednicka tocka D sa slike naziva se diraliSte.
DiraliSte dviju kruznica je tocka u kojoj se
dodiruju dvije kruznice.

kruZznice se

dodiruju

D

Sliku smo mogli nacrtati i tako da dvije kruznice
nemaju zajednickih tocaka. Na slici su prikazani

O

Jos jedan primjer kruznica

takvi slucajevi:
kruznice nemaju
zajednickih
tocaka

koje nemaju zajednickih toca-
ka su koncentri¢ne kruznice.

Polozaj dviju kruznica u ravnini:

- imaju dvije zajednicke tocke (sijeku
se, udaljenost srediSta manja je od

zbroja polumjera)

- imaju jednu zajednicku tocku (do-
diruju se, udaljenost sredista jed- CX)
naka je zbroju polumjera)

- nemaju zajednickih tocaka (udalje-
nost srediSta veca je od zbroja po- Q Q
lumjera)
Ako dvije kruznice imaju i zajednicko srediste i
jednake polumjere, one ce se podudarati. U
tom slucaju te dvije kruznice imaju beskonacno

mnogo zajednickih tocaka, tj. zajednicke su im
sve tocke kruznice.

Zadaci

12. Na slici su zadane kruznice u raznim bojama.
a) b)

>
O

Koje od ovih kruznica se sijeku, koje se dodiruju,
a koje se ne sijeku i ne dodiruju?

13. U kojem polozaju mogu biti dvije kruznice u
ravnini?

14. Prepisi, pa dopuni recenice:

a)_ dviju kruznica je tocka u kojoj se
dodiruju dvije kruznice.

by _ dviju kruznica je tocka u kojoj se
sijeku dvije kruznice.

¢) Kruznice koje se sijeku imaju ____zajednicke
tocke.

d) Koncentri¢ne kruznice zajednickih

tocaka.
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15. Nacrtaj kruznice k(A, 1.5 cm) i k(C, 2.8 cm) tako
da se one:

a) sijeku; b) dodiruju; c) niti sijeku niti dodiruju.

16. Nacrtaj kruznice k(S, 4 cm) i k(T, 3 cm) tako da
se dodiruju u tocki A:

a) izvana; b) iznutra.

17. Nacrtaj jednu kruznicu promjera 2.6 cm i jednu
kruznicu polumjera 2.5 cm koje se sijeku.

18. Nacrtaj duZinu |AB|=6.5 cm. Na duzini istakni
totku C, takvu da je |[AC|=2.2 cm. Konstruiraj
zatim kruznice s promjerima AC i CB. U kakvu
su odnosu te dvije kruznice?

19. Nacrtaj duzinu |CD| =72 mm. Nacrtaj kruznicu
k(C, 25 mm) i kruznicu k(D, 32 mm). U kakvu su
polozaju dobivene kruznice?

20. Nacrtaj duzinu |[LM| =6 cm. Nacrtaj kruznicu
sa srediStem u tocki M polumjera 34 mm. Koliki
treba biti polumjer druge kruznice sa srediStem
u L tako da te dvije kruznice:

Primjer 3. Simetrala tetive

Nacrtaj kruznicu k(L, 2.1 cm) i njenu tetivu
duljine 2.5 cm. Konstruiraj simetralu te tetive.
Sto primjecujes? B B

. v . @
Rjesenje: p

Konstruirajmo zadanu
kruznicu i njezinu teti-
vu. Zatim konstruirajmo

i simetralu tetive: s
\

Primijetit ¢emo da simetrala te-
tive prolazi srediStem kruznice. Ako nacrtamo
bilo koju drugu tetivu, vrijedit ¢e isto: simetrala

KvuzZwnica i Krug

a) dodiruju jedna drugu;
b) nemaju zajednickih tocaka;
c) sijeku jedna drugu?

21. Pogledaj sliku kruznice.

Pronadi kruznicu koja prolazi tockom S i koja
kruznicu sa slike dodiruje iznutra.

a) Skiciraj rjeSenje;

b) Konstruiraj rjeSenje;

c) Koliko ima takvih kruznica?

d) Usporedi polumjer nacrtane kruznice s
polumjerom zadane kruZznice.

22. Skiciraj u kakvu sve polozaju mogu biti tri
kruznice u ravnini.

svake tetive prolazi srediStem pripadne kru-
Znice. Objasnimo zasto.

Znamo da je svaka tocka simetrale duzine
jednako udaljena od njezinih krajnjih tocaka.
Tako je i svaka tocka simetrale jednako udaljena
od toCaka A i B tetive. No tocke A i B leze na
kruznici pa su jednako udaljene od sredista
kruznice. ZakljuCujemo da srediSte kruznice
pripada simetrali svake tetive te kruznice.

Simetrala tetive kruznice
prolazi srediStem pripad-
ne kruznice.

Zadaci

23. Konstruiraj kruznicu polumjera 3 cm i njezinu
tetivu duljine 3 cm.

24. Konstruiraj kruznicu k(S, 2.5 cm) i njezinu tetivu
duljine:
a) T cm;b)2cm;c)3cm;d) 4 cm;e)5cm.

25. Konstruiraj kruznicu k(A, 22 mm). Koliko je
duga njezina najdulja tetiva? Nacrtaj je.

26. Konstruiraj kruznicu k(A, 2 cm). Je li moguce
konstruirati njezinu tetivu duljine 5 cm? Objasni
svoj odgovor.
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27. Zadana je kruznica polumjera 4 cm. Bez crtanja
odgovori koje je tetive moguce konstruirati za
tu kruznicu ako je duljina tetiva:
a)5cm; b)2cm; c) 0.3 cm;d) 7 cm; e) 8 cm;

f) 8.01 cm; g) 11 cm.

28. Zadana je kruznica promjera 12 mm. Bez crtanja
odgovori koje je tetive moguce konstruirati za
tu kruznicu ako je duljina tetiva:

a) 1 cm; b) 2.4 cm; ¢) 0.001 cm; d) 70 cm;
e)2cm; f) 12 mm; g) 2.44 cm.

29. Nacrtaj kruznicu k(A, 1.2 cm) i njezinu tetivu
duljine 2 cm. Konstruiraj simetralu te tetive.

30. Konstruiraj tri razlic¢ite kruznice, svakoj nadi po
pet tetiva i uvjeri se da simetrala svake tetive
prolazi srediStem kruznice.

31. Nacrtaj neku kruznicu, pa

konstrukcijom odredi njeno
srediste.

Primjer 4. Dvije tocke

Zadane su dvije tocke u ravnini.

32. Nacrtaj trokut i konstruiraj mu opisanu
kruznicu. Sto su stranice trokuta toj kruZnici?

33. Nacrtaj dio neke
kruznice, pa
konstrukcijom odredi
njeno srediste.

34. Nacrtaj duzinu duljine 3 cm. Konstruiraj
kruznicu kojoj je ta duzina tetiva. Koliko ima
takvih kruznica?

35. Nacrtaj duzinu 17 em. Konstruiraj tri
kruznice kojima je duzina AB tetiva.

Rjesenje:
Prisjetimo se, Sto znaci da dvije tocke odreduju
pravac? To znaci da se kroz dvije zadane tocke

° moze provuc¢i samo jedan pravac. Dakle, kroz
dvije zadane tocke mozemo nacrtati jedan pra-
R vac. No, dvije tocke nisu dovoljne za odrediva-
nje kruznice jer se kroz njih moze provudi vise
kruZznica.
Skiciraj:
a) Pravce koje mozemo provudéi kroz te dvije
tocke;
b) Kruznice koje mozemo provudi kroz te dvije
tocke.Cega ima vise?
Primjer 5. Kolinearne tocke Rjesenje:

Na kojoj od ovih slika sve tocke leZze na istom

pravcu: 5
2 ] :. d)
® ° C) ° .

Na slici a) sve tocke leze na istom pravcu. To
mozemo provjeriti ravnalom.

Na slici ¢) nalaze se dvije toCke koje takoder
leZe na istom pravcu jer je pravac odreden dvje-
ma tockama. TocCke koje leze na
istom pravcu zovu se kolinearne

tocke

tocke.

kolinearne



Na slikama b) i d) toCke ne leze na istom pravcu
pa to nisu kolinearne tocke. Tocke koje ne leze
na istom pravcu, tj. koje nisu ko-

nekolinearne . o .
linearne, nazivaju se nekolinear-

tocke

nim tockama.

° kolinearne tocke

* nekglin€arne to¢ke

KvuzZwnica i Krug

NASTALA
JE SPAJANJEM RWEC!
KO+LINEARNE. LINEA NA LATIN-
SKOM ZNAC! PRAVAC. TE TOCKE
LEZE NA ISTOM PRAVCU.

KOLINEARNE...
KAKVO JE TO CUDNO
IME?

Zadaci

36. Na kojoj od ovih slika sve tocke leze na istom

pravcu:
a) b)
) d)
@ )
)
e) e

37. Kako se zovu tocke koje pripadaju istom pravcu?

38. Kako se zovu tocke koje ne pripadaju istom
pravcu?

39. Nacrtaj dvije tocke. Jesu li to kolinearne tocke?

40. Nacrtaj tri toCke koje su:
a) kolinearne; b) nekolinearne.

41. Nacrtaj pet kolinearnih tocaka.
42. Nacrtaj pet nekolinearnih toc¢aka.
43. Jesu li toc¢ke na brojevnom pravcu kolinearne?

44. U koordinatnom sustavu u ravnini nacrtaj tocke
A(-2, 5), B(0, 5) i C(1, 4). Jesu li to kolinearne
tocke?

45. Bez crtanja izreci koordinate triju kolinearnih
tocaka u koordinatnom sustavu u ravnini.

46. U koordinatnoj ravnini nacrtaj tocke A(3, -0.5) i

a3, 2).
a) Nadi tocku B koja lezi na istom pravcu kao
tocke Ai C;

b) Koliko ima toc¢aka kolinearnih sa Ai C?
c) Koliko ima toc¢aka nekolinearnih sa Ai C?

47. Postoje li na kruznici neke tri kolinearne tocke?

48. Postoje li u krugu neke tri kolinearne tocke?
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Primjer 6. Koliko tocaka odreduje
kruznicu?

Na svakoj slici skiciraj kruznicu koja prolazi
ovim tockama.

(]
a) o b) . °
]
(]
<) ° d)
° °
]
(]
@
Rjesenje:

U uvodnom zadatku smo zakljucili da dvije tocke
hisu dovoljne da odrede samo jednu kruznicu. Na
slikama a), b) i c) zadane su nekolinearne tocke,

a trazene kruznice izgledaju ovako:
a) b) Q)

d) Na slici d) zadane su tri ko-

linearne tocke. To mozemo

@ provjeriti ravnalom. Bududi

Lo da znamo da je kruznica

p krivulja, zaklju¢ujemo da

‘ kruZnicu nije moguce nacr-
tati.

Primijetimo da ¢emo uvijek moci naci kruznicu
koja prolazi trima nekolinearnim tockama. Poku-
Sajte se uvjeriti u to crtajuci razne polozaje triju
nekolinearnih tocaka i skiciranjem pripadajuce
kruznice. U sljede¢em primjeru matematicki
¢emo pokazati zaSto je uvijek moguce pronaci
tocno jednu kruznicu kroz tri nekolinearne tocke.

Primjer 7.
Konstrukcija kruZnice kroz tritocke

Na slici su zadane tri nekolinear-
ne tocke. Konstruiraj kruznicu
koja ¢e prolaziti kroz sve tri toc-
ke.

Rjesenje:
Primijetimo da smo u proSlom primjeru skicira-

li kruznicu, a sada ¢emo je konstruirati samo
ravnalom i Sestarom.

Naucili smo da nekolinearne toCke ne pripadaju
istom pravcu. Stoga ih mozZzemo promatrati i
kao vrhove trokuta. 'S

Sada vidimo da se u zadatku trazi kruznica koja
prolazi kroz sva tri vrha trokuta. To je trokutu
opisana kruznica. Da bismo je nacrtali, trebamo
pronaci njezino srediSte. Prisjetimo se, srediSte
trokutu opisane kruznice lezi u sjeciStu simetrala
stranica trokuta. Stoga konstruirajmo simetrale
stranica i pronadimo srediste.

Konstruirali smo kruznicu kroz zadane tri neko-
linearne tocke. Ta se kruZnica moze nacrtati
samo na jedan nacin kroz zadane tri nekoline-
arne tocke i zato kazemo da je kruznica odre-
dena s tri nekolinearne tocke.

62



Pravac je odreden s dvije tocke.

To znaci da se kroz dvije tocke moze provu-
¢i samo jedan pravac.

KvuzZwnica i Krug

Kruznica je odredena s tri nekolinearne

_____

tocke. - .

v X
To znaci da se kroz tri toc- / \‘
. . . . 1 1
ke koje ne pripadaju istom !
- . A\ 1
pravcu moze provuci samo 4

AY 4

jedna kruznica. “eqon”

Zadaci

49. Nacrtaj tri nekolinearne tocke i:
a) skiciraj kruznicu koja prolazi tim tockama;
b) konstruiraj kruznicu koja prolazi tim
tockama.

50. Prectaj, pa konstruiraj kruznicu koja prolazi
ovim tockama:

a) b) c) d) e

51. Prepisi, pa dopuni recenice:
a) Pravac je odreden s __tocke;
b) Kruznica je odredena s nekolinearne tocke.

Ispravi pogreSku u svakoj recenici:

a) Kruznica je odredena s tri kolinearne tocke;
b) Kolinearne tocke leze na istoj kruznici;

¢) Pravac je odreden s tri tocke;

d) Kruznica je odredena s tri tocke;

e) Tocke (0, 2), (-2, 2) i ishodiste su kolinearne.

Pogledajmo moze li kruznica biti odredena s Cetiri
nekolinearne tocke.

Na ovoj slici vidimo °

Cetiri  tocke  koje

pripadaju kruznici: = s

Spojimo li susjedne

tocke, dobit ¢emo Cetverokut kojemu su stranice
tetive kruznice. On se stoga zove tetivni Cetve-

rokut. o
Medutim, na sljedecoj slici vidimo

Cetiri nekolinearne tocke kroz koje °

ne mozemo provuci kruznicu: o

Stoga zakljucujemo da cetiri tocke u ravnini ne
pripadaju uvijek kruznici. U primjeru 2 pokazali
smo da za svake tri nekolinearne tocke uvijek
mozemo pronaci jednu kruznicu koja ih sadrzi.
Zato kaZzemo da je kruznica odredena s tri tocke.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Nacrtaj pravokutni koordinatni sustav u ravnini
i u njemu kruznicu k, sa srediStem S, (-2, 3) i
polumjerom 2 cm te kruZnicu k, sa srediStem
S, (1, 1) i polumjerom 3 cm. Koliko zajednickih
tocaka imaju te dvije kruznice? U kakvom se
polozaju nalaze?

Konstruiraj kruzni vijenac sa srediStem S (-2, -3)
i polumjerima r; = 25 mmi r, =35 mm.

Nacrtaj dvije tocke Ci D koje su medusobno
udaljene 3 cm. Odredi one tocke koje su:

a) udaljene od obje tocke 2 cm. Koliko ima
takvih tocaka?

b) udaljene od obje tocke 3 cm. Koliko ima
takvih tocaka?

¢) udaljene od obje to¢ke 4 cm. Koliko ima
takvih tocaka?

Gdje se nalaze sve te tocke koje su jednako
udaljene od tocaka Ci D?

Koliko trebaju biti udaljena sredista dviju
kruznica s polumjerima 3 cm i 2.5 cm da bi se
te kruznice dodirivale? Koliko rjeSenja ima taj
zadatak? Objasni.

Nacrtaj u biljeznicu Cetiri nekolinearne tocke.
Koliko razli¢itih kruznica se moze nacrtati, a da
prolaze kroz tri od zadanih tocaka?

Nacrtaj u biljeznicu tri nekolinearne tocke A, B
i C. Konstruiraj kruznicu koja njima prolazi. Sto
su duzine za tu kruznicu?

Koliko trebaju biti udaljena sredista dviju
kruznica s polumjerima 4 cm i 3 cm da bi se te
kruznice sjekle? Koliko rjeSenja ima taj zadatak?
Objasni.

Konstruiraj kruznicu k(S, 35 mm). Istakni na
njoj tocku P te tocku R izvan nje. Konstruiraj
kruznicu sa srediStem u tocki R koja kruznicu k
dodiruje u tocki P.
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7.2. Sredisnji i obodni kut

Kutovi

Pogledaj kutove na slici.

£ Koji je od prikazanih kutova najveci, a koji najmanji?

Nacrtajmo kruzZnicu i na njoj tocke A i B. Prisjetimo se, kruzni luk je dio kruznice
omeden s dvije tocke na kruznici.

A B A B .
manji kruzni luk AB

S veci kruzni luk 48
Primijetimo da tocke A i B sa slike na kruznici odreduju dva kruzna luka, koja su

ovdje istaknuta razli¢itim bojama. Obi¢no se oznakom AB tada oznatava manji
od dvaju dobivenih kruznih lukova.

A B
Spojimo zatim krajnje toCke kruznog luka sa srediStem
kruznice. Tako ¢emo dobiti polumjere SA i SB.
Kut <ASB naziva se sredisSnji kut kruznice, jer mu je vrh u S
njezinom sredistu.
SredisSnji kut kruznice je kut ¢iji se vrh nalazi u sredistu
te kruznice.
Primjer 1. Sredisnji kut Rjesenje:
Na slici su nacrtani kruzni lukovi zadanih Nacrtajmo pripadne srediSnje kutove:

kruznica. Svakom kruznom luku €D nacrtaj

pripadajuci srediSnji kut i izmjeri mu velic¢inu:

a)

D

a) b) o)
C
D C @
@)
c T
D

Njihove veli¢ine su: a) 45°; b) 154°; c) 334°.
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Zadaci

1. Na slici su nacrtani kruzni lukovi zadanih
kruznica.

a) b) 0 d)

a) Svakom kruznom luku nacrtaj pripadajuci
sredisSnji kut;
b) Izmjeri veli¢inu svakoga sredisnjeg kuta.

2. Nacrtaj kruznicu te na njoj kruzni luk A/E.
Izmjeri veli¢inu pripadnoga srediSnjeg kuta.

3. Nacrtaj sredisnji kut neke kruznice koji ima
veli¢inu:

a) 75° b) 14°; ¢) 60°; d) 180°; e) 288°.

4. Nacrtaj kruznicu polumjera 2 cm i na njoj istakni
dvije tocke. Pripadajuci kruzni luk odnosi se na
manji od dva kruzna luka Sto ih odreduju dvije
tocCke. Kolika je veli¢ina srediSnjega kuta koji
pripada nacrtanom kruznom luku?

5. Konstruiraj kruznicu k(D, 13 mm) i njezinu tetivu
MP . Izmjeri veli¢inu srediSnjega kuta ako je

Primjer 2. Obodni kut

Pogledaj ova dva kuta. Jedan je oznacen crve-
nom, a drugi plavom bojom.

A B A B

C C

a) Gdje se nalazi vrh crvenog kuta, a gdje vrh
plavog kuta?

b) Koji od njih je srediSnji kut?
) Sto mislig, kako bi se mogao zvati plavi kut?
Obrazlozi svoj prijedlog.

tetiva duga:
a)3mm; b) 1 cm; c)1.5cm; d) 25 mm.

6. Konstruiraj kruznicu k(T, 2.5 cm) i jednu
njezinu tetivu duljine 2.5 cm. Kolika je veli¢ina
pripadnoga srediSnjega kuta?

7. Nacrtaj kruznicu k(V, 1 cm) i na njoj istakni
tocke A, Bi C.

a) Izmjeri velic¢ine srediSnjih kutova XAVB, <BVC

i ACVA;
b) Bez racunanja odgovori koliki je zbroj ova tri
sredi$nja kuta.

8. Pogledaj sliku: M

Izmjeri veli¢inu kuta koji

pripada kruznom luku:

a)l_/I\\I;b)I\//ITV;c)IZIT/I;

d)KL :e) [M. K
9. Nacrtaj kruznicu i na njoj istakni tocke A, B, C,

Di E. 1lzmjeri veliC¢inu kuta koji pripada kruznom

luku:

a)A/Z'; b)éE; Q) C/‘B; d) 574; e) ESE

Rjesenje:

a) Vrh crvenoga kuta nalazi se u srediStu zadane
kruznice;

b) SrediSnji se kut nalazi na prvoj slici (kut
oznacen crvenom bojom);

¢) Znamo da je sredisnji kut dobio ime po tome
Sto mu se vrh nalazi u sredistu kruznice. Stoga
pokuSajmo pronaci vezu, kako bi se mogao
zvati kut kojem je vrh na kruznici. Svaki ucenicki
pokusaj s dobrim obrazloZzenjem dobrodoSao
je, a ovdje cemo navesti pravo ime ovakva kuta.
Kut ¢iji kraci sijeku kruznicu, a vrh

mu se nalazi na toj kruznici zove se .
. obodni kut
obodni kut.

Obodni kut kruznice je kut cCiji kraci sijeku
kruznicu, a vrh mu se nalazi na toj kruznici.

65



KruzZnica i Kvug

UEITELJICE, 5TO
JE TO OBOD?

10. Na kojoj se slici nalaze obodni kutovi:
1 2? 3 ﬁ 4
5 6

11. Nacrtaj ovakve slike, pa crvenom bojom oznaci
srediSnje, a plavom obodne kutove:

Primjer 3. Obodni kutovi nad istim
kruznim lukom

Na slici je nacrtan kruzni luk
zadane kruznice.

a) Koliko sredisnjih kutova
pripada kruznom luku?

b) Koliko obodnih kutova pripada kruznom
luku?

¢) Nacrtaj pet obodnih kutova koji pripadaju
zadanom kruznom luku;

d) Izmjeri veli¢inu svakoga nacrtanog obodnoga
kuta.

OBOPD JE LINWA KOJA
SE NALAZI NA SAMOM KRAJU
KRUGA. OBOD KRUGA JE

NJEGOVA KRUZNICA.

A
OVO JE OBOD
MOGA SESIRA!

12. Nacrtaj k(S, 2 cm). Nacrtaj jedan njezin obodni
kut od 42°.

13. Nacrtaj k(A, 2.2 cm). Nacrtaj jedan njezin
obodni kut od 87°.

14. Nacrtaj k(S, 2 cm). Nacrtaj jedan njezin obodni
kut od 150°.

Rjesenje:

a) Svakom zadanom kruznom
jedan 80/
srediSnji kut jer postoji samo

luku pripada samo

jedno srediSte svake kruznice.

b) Kraci obodnoga kuta sijeku

zadanu kruznicu, a vrh mu se nalazi na toj
kruznici. Kako vrh moze biti bilo koja od toc¢aka
kruZnice izvan zadanoga kruznog luka, znaci
da zadanom kruznom luku pripada beskonacno
mnogo obodnih kutova.

Svakom kruznom luku pripada beskonacno
mnogo obodnih kutova.
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c) Odaberimo pet
tocaka kruznice koje

KvuzZwnica i Krug

U ovom slucaju iz udzbenika svi obodni kutovi
nad zadanim kruznim lukom iznose 62°.

nisu dio zadanoga
kruznog luka i nacr-
tajmo neke od obod-
nih kutova:

d) Izmjerimo li kuto-

mjerom sve veliine

obodnih kutova nad

istim kruznim lukom, primijetit ¢emo da su svi
jednakih velicina.

Svi obodni kutovi
nad istim kruznim
lukom jednakih su
velicina.

N
)

Zadaci

15. Nacrtaj kruznicu i na njoj odaberi jedan kruzni 18. Izmjeri sve obodne i srediSnje kutove na
luk. Nacrtaj 10 pripadajucih obodnih kutova i slikama:
izmjeri im velicine. a) b)

16. Nacrtaj k(A, 1 cm) i na njoj istakni kruzni luk.

a) Koliko ima pripadajucih sredisnjih kutova?
Obrazlozi odgovor.

b) Koliko ima pripadajucih obodnih kutova?
Obrazlozi odgovor.

17. Prepisi, pa dopuni recenice:

a) kruznice je kut Ciji se vrh
nalazi u sredistu te kruznice.

b) Nad istim kruznim lukomima ____ 19.

obodnih kutova.

(9] kruznice je kut Ciji kraci
sijeku kruznicu, a vrh mu se nalazi na toj
kruznici.

20.

d) Na slici je nacrtan kut.

21.

e) Na slici je nacrtan kut.

Prepisi, pa dopuni recenice:
a) Svakom kruznom luku pripada jedan
kut;

b) Svakom kruZznom luku pripada beskonacno
mnogo kutova.

Nacrtaj k(S, 3 cm) i njezinu tetivu duljine 5 cm.
a) Nacrtaj sredisSnji kut koji pripada toj tetivi;

b) Istakni 10 obodnih kutova koji pripadaju toj
tetivi.

Nacrtaj k(F, 2.5 cm) i njezinu tetivu duljine 2 cm.
a) Nacrtaj sredisSnji kut koji pripada toj tetivi;

b) Istakni 10 obodnih kutova koji pripadaju toj
tetivi.
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v_jeibalica

. Sto je:

) kruzni vijenac;
f) tetiva;

g) kruzni luk; h) kruzni isjecak; i) kruzni odsjecak;

a) kruznica; b) krug;

d) polumjer; e) promjer;
j) polukrug; k) polukruznica?

. a) Konstruiraj kruznicu kojoj je polumjer 2.7 cm;
b) Konstruiraj kruznicu kojoj je promjer 3.4 cm.

. a) Konstruiraj kruznicu kojoj je polumjer 3.5 cm;
b) Konstruiraj kruznicu kojoj je promjer 5.3 cm.

. a) Konstruiraj kruznicu kojoj je polumjer 6 cm;
b) Konstruiraj kruznicu kojoj je promjer 4.7 cm.
. Sto su to koncentri¢ne kruZnice? Nacrtaj tri

koncentri¢ne kruznice s promjerima 3.5 cm, 5.2
cmi 7.3 cm.

. Nacrtaj kruznice k(A, 2.4 cm) i k(C, 2 cm) tako da
se one:

a) sijeku; b) dodiruju; c) niti sijeku niti dodiruju.

. Nacrtaj kruznice k(S, 5.1 cm) i k(T, 2.8 cm) tako da
se dodiruju u tocki A:

a) izvana; b) iznutra.

. Nacrtaj jednu kruznicu promjera 4.6 cm i jednu
kruznicu polumjera 3 cm koje se sijeku.

. Nacrtaj duzinu |LM| = 6 cm. Nacrtaj kruznicu sa
srediStem u tocki M promjera 7.2 mm. Koliki treba
biti polumjer druge kruznice sa srediStem u L tako
da te dvije kruznice:

a) se dodiruju; b) nemaju zajednickih tocaka;
C) se sijeku?

10. Konstruiraj kruznicu k(S, 2.7 cm) i njenu tetivu

duljine:
a)lcm; b)2cm;c)3cm;d)4cm;e)5cm.

20.

21.

22.

. Konstruiraj kruznicu k(A, 3.2 cm). Je li moguce

konstruirati njenu tetivu duljine 7 cm? Objasni
svoj odgovor.

. Zadana je kruznica promjera 28 mm. Bez crtanja

odgovori koje tetive je moguce konstruirati za tu
kruznicu ako je duljina tetiva:

a) 1 cm; b) 2.3 cm; ¢) 0.003 cm; d) 47 cm;
e)2cm; f) 13 mm; g) 2.45 cm.

. Nacrtaj duzinu duljine 3.4 cm. Konstruiraj

kruznicu kojoj je ta duzina tetiva. Koliko takvih
kruznica ima?

. Nacrtaj duzinu |AB| =2.8 cm. Konstruiraj tri

kruznice kojima je duzina AB tetiva.

. U koordinatnom sustavu u ravnini nacrtaj tocke

A(-3, 5), B3, 5) i (5, 4). Jesu li to kolinearne
tocke?

. U koordinatnoj ravnini nacrtaj tocke A(3, -3) i

((3, 6). Nadi tocku B koja lezi na istom pravcu
kao tocke Ai C.

. U koordinatnoj ravnini nacrtaj tocke A(2, -4) i

(-3, -4). Nadi tocku B koja lezi na istom pravcu
kao tocke Ai C.

. Nacrtaj tri nekolinearne tocke i konstruiraj

kruznicu koja prolazi tim to¢kama.

. Nacrtaj trokut ABC i konstruiraj mu opisanu

kruznicu.

Nacrtaj pravokutan trokut ABC i konstruiraj mu
opisanu kruznicu.

Nacrtaj trokut ABC i konstruiraj mu upisanu
kruznicu.

Nacrtaj pravokutan trokut ABC i konstruiraj mu
upisanu kruznicu.
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7.3. Poucak o srediénjem i obodnom kutu

Sredisnji i obodni kut

Zadane su dvije kruZnice i na svakoj je istaknut jedan kruzni luk.

Na svakoj slici nacrtaj pripadni sredisnji kut i nekoliko obodnih

kutova. Izmjeri im veliline.

U proSlom poglavlju naucili smo Sto je sredisnji, a Sto obodni kut.

Takoder, zakljucili smo da nad istim kruznim lukom postoji samo jedan sredisnji,

a beskona¢no mnogo obodnih kutova cija je veli¢ina jednaka. Ve¢ iz uvodnog

primjera mozemo naslutiti da postoji veza izmedu veli¢ina srediSnjeg i obodnog

kuta nad istim kruznim lukom. U sljede¢im ¢emo primjerima pokazati tu vezu.

Primjer 1. Poucak o sredi$njem i
obodnom kutu

Nacrtaj kruznicu sa srediStem Si njezin sredisnji
kut XASB velicine 80°.

a) Nacrtaj nekoliko pripadajuc¢ih obodnih ku-
tova;

b) Kolike su veli¢ine tih obodnih kutova?
4 Q B

a) U prethodnom primjeru smo vidjeli da su svi

Rjesenje:
Nacrtajmo kruznicu i zadani
srediSnji kut velic¢ine 80°.

obodni kutovi nad istim kruznim lukom jedna-
kih veli¢ina. Zato nam je dovoljno izmjeriti veli-
¢inu samo jednog od obodnih kutova. To¢na ve-
licina jednog izmjerenog obodnog kuta je 40°
pa svaki nacrtani obodni kut ima velicinu 40°.
Pogledajmo velicine joS nekih sredisSnjih i obod-
nih kutova:

Nacrtamo li i sami joS neke primjere, zakljucit
¢emo da je srediSnji kut velicinom dvostruko
vec¢i od pripadnog obodnoga

. . Poucak o
kuta. Ta vazna matematicka tvrd-

srediSnjem i

nja naziva se Pou¢ckom o sredis-
obodnom kutu

njem i obodnom kutu.

Poucak o srediSnjem i obodnom kutu:

\e/

Ako se srediSnji i obod-
ni kut nalaze nad istim
kruznim lukom, onda je
srediSnji kut dvostruko
veci od obodnog kuta.

Pogledajmo josS jednom sliku srediSnjeg i obod-
noga kuta.

“

Tada nad istom tetivom postoji joS jedan kut,
ovdje oznacen crvenom bojom. Njegova veli¢ina
iznosi 180° - a.
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Dokaz Poucka o sredisnjem i obodnom kutu: Nacrtajmo promjer koji prolazi tockama Vi S. Trokuti ASV \

Zadan je srediinji kut o i pripadni obodni kut B kao na i SBV su jednakokracni, pa su im i kutovi uz osnovicu
jednakih velicina.

slici.
4 |4 14 Kut o, je vanjski kut trokuta ASV, pa je a, = B, + B, = 2p,.
A ﬁ Isto tako je kut o, vanjski kut trokuta SBV, pa je a, = 2p,.
1 B s Sada ra¢unamo
Q % ﬂ% a=a, +a,=2p +2p,=28, +B,)=2p.
V72
A A A Dokazali smo da je o = 2p. Sli¢no se dokazuje i slu¢aj kada
je srediste S izvan obodnog kuta.
Zadaci
1. Matematicki diktat: 6. Nacrtaj kruznicu, sredi$nji i nekoliko obodnih
a) Konstruiraj k(S, 15 mm); kutova ako je veli¢ina srediSnjega kuta:
b) Istakni to¢ke Ci D na kruznici; a) 48°; b) 100°; c) 200°; d) 55°; e) 181°.
¢) Nacrtaj pripadajuci sredisnji kut; 7. Nacrtaj kruznicu, sredinji i nekoliko obodnih
d) Izmjeri veli¢inu srediSnjega kuta; kutova ako je veli¢ina obodnoga kuta:
e) Nacrtaj nekoliko pripadnih obodnih kutova; a) 48° b) 100°; ¢) 20°: d) 55°: e) 90°.
f) Kolika je njihova velicina? 8. Na svakoj je slici nacrtan kruzni luk. Nacrtaj
2. Koliki je pripadni obodni kut ako je sredisnji: ovakve slike pa na njima docrtaj pripadne

srediSnje i nekoliko obodnih kutova te im

a) 148° b) 300°; ¢) 50°; d) 25° e) 180°. izracunaj velicine:

3. Koliki je pripadni sredisnji kut ako je obodni:

a) b) 9 d)
a) 12°; b) 4° c) 150°; d) 22.5°; e) 90°. , f )
4. Bez mjerenja izracunaj veli¢inu kuta o na slikama:
a) b) <) d)
Nar) '
) ! 9. Odredi veli¢inu kuta a na svakoj slici:
4 e
NN o o o
Bojom istakni pripadni kruzni luk. 4 \“
148°
. IzracunaJ vellcmu kuta a na sllkama \v !’
\ —

Bojom istakni pripadni kruzni luk.

Primjer 2. Talesov poucak Rjesenje: 3

a) Nacrtaj kruznicu i njezin sredisnji kut koji a) Nacrtajmo kruznicu i ispruzeni kut /.&
iznosi 180¢; kao srediSnji. Primijetimo da je na ovaj

b) Nacrtaj jedan pripadaju¢i obodni kut; nacin istaknut promjer kruZznice. v
¢) Dopuni recenicu: b) Nacrtajmo jedan pripadajuc¢i obodni

Ako srediSnji kut iznosi 180°, onda je njegov kut. Po Poucku o srediSnjem i obodnom kutu
pripadajuci obodni kut _____ kut. znamo da taj obodni kut ima veli¢inu 90°;
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¢) Sada nije teSko dopuniti recenicu:

Ako sredisSnji kut iznosi 180°, onda je njegov
pripadajuci obodni kut pravi kut.

Ovaj specijalni slu¢aj Poucka o srediSnjem i
obodnom kutu, kada sredisnji kut iznosi 180°,
naziva se Talesovim pouckom. Ako je sredisnji
kut ispruzeni kut, onda njegovi kraci u krugu
Cine promjer.

Talesov
poucak:Svaki

obodni kut nad
promjerom kruz-
hice pravi je kut.

S}
N

OBODNI
- ( KUT NAD PROMIEROM
JE PRAVI KUTI

I
| \

I

Talesov
poucak

N

Primjer 3. Konstrukcija
pravokutnog trokuta pomocu
Talesovog poucka

Konstruiraj pravokutan trokut kojem je:

a) Hipotenuza duga 6 cm, a jedna kateta 3.5 cm;

b) Hipotenuza duga 5.5 cm, a jedan kut iznosi 60°.

Rjesenje:

Iskoristimo Talesov poucak =za
zadatka.

rjeSavanje

a) Nacrtamo li zadanu hipotenuzu, znamo da je
kut nasuprot nje pravi kut. Prema Talesovu
nad

poucku tom hipotenuzom mozZemo

konstruirati polukruznicu kojoj je srediSte u

polovistu hipotenuze.

]

AN
o)

q
Cooococococoo fomoocoo oo
€

><

Sada iskoristimo podatak da je jedna od kateta
duga 3.5 cm. U Sestar uzmimo veli¢inu 3.5 cm i
povucimo kruzni luk iz jedne krajnje tocke
hipotenuze (primjerice, iz A). U presjeku luka i
polukruznice dobit ¢emo vrh C pravokutnoga

trokuta. C [

i 5! Y
Zatim spojimo vrh C s vrhovima A i B. Tako

dobivamo pravokutan trokut AABC .

b) Ovaj zadatak rjeSava se slicno kao i postupak
u zadatku a), samo Sto je zadan kut. Evo rje-
senja:

1.Nacrtajmo hipotenuzu AB duljine 5.5 cm;
2.Konstruirajmo poloviSte hipotenuze pomocu
simetrale duzine;

B
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3.Konstruirajmo polukruznicu promjera AB;

4.1z jedne od krajnjih tocaka hipotenuze
(primjerice, iz A) konstruiramo kut od 60°;

5.U presjeku kraka kuta i polukruznice dobit
¢emo vrh C pravokutnog trokuta.

6. Spojimo tocke A i B sa C i trokut AABC je
konstruiran.

10. Koliki je obodni kut nad promjerom kruznice?

11. Konstruiraj k(G, 2 cm). Zatim nacrtaj nekoliko
njezinih obodnih kutova veli¢ine 90°.

12. Konstruiraj pravokutan trokut kojem je:
a) Hipotenuza duga 5 cm, a jedna kateta 3 cm;
b) Hipotenuza duga 6 cm, a jedan kut iznosi 30°;
¢) Hipotenuza duga 32 mm, a jedan kut iznosi 75°;
d) Hipotenuza duga 6.2 cm, a jedna kateta 5 cm.

13. Konstruiraj pravokutan trokut AABC s
hipotenuzom |AB| = 3 cm kojem je:
a) |AC| =1 cm; b) |CB| =1.5 cm; ¢) ACAB = 45°;
d) XABC= 30°.
Izracunaj opseg i povrSinu toga trokuta.

14. Konstruiraj pravokutan trokut AKMB s
hipotenuzom |MB| =39 mm kojem je:
a) |KB|=19 mm:; b) |MK|=3] mm;
¢) IKMB = 60°; d) <MBK= 15°.
Izracunaj opseg i povrsinu tog trokuta.

15. Sluzedi se Talesovim pouckom konstruiraj
jednakokracan pravokutan trokut s
hipotenuzom [TP| =49 mm.

16. Sluzedi se Talesovim pouckom konstruiraj
jednakokracan pravokutan trokut s
hipotenuzom |OP| =30 mm.

17. Konstruiraj pravokutan trokut s hipotenuzom
dugom 4 cm kojem je visina na hipotenuzu
duljine 1.5 cm.

18. Konstruiraj pravokutan trokut AABC s
hipotenuzom |AB|= 57 mm i visinom na
hipotenuzu |CN|= 1 cm.

19. Sluzedi se Talesovim pouckom konstruiraj
kvadrat ABCD s dijagonalom |AC|=40 mm.

20. Sluzeci se Talesovim pouckom konstruiraj
kvadrat KLMN s dijagonalom |KM|=5.7 cm.

21. Konstruiraj pravokutnik kojem je zadana jedna
stranica a i duljina dijagonale d-
a)a=3.2cm,d=4cm;b)a=2cm, d=6.3 cm;
ca=3.5cm,d=7cm; d)a=5.1cm, d=5.8 cm.

22. Odredi kutove na slici:

VNN AN
AW,

Q

Tales

Tales je bio veliki grcki
matematicar i filozof, roden
u 7. st. pr. Kr. u gradu Miletu
u Maloj Aziji (danas Turska).
Mozemo reci da je on
postavio temelje matematici
jer je prvi zagovarao da se
matematicke tvrdnje trebaju dokazivati (a ne
samo opazati). Evo nekih matematickih poucaka
za koje se smatra da ih je dokazao Tales:
- Dijametar dijeli krug na dva jednaka dijela.
- Kutovi uz bazu jednakokra¢noga trokuta
jednaki su.
- Kutovi izmedu dva pravca koji se sijeku
jednaki su (misli se na vrSne kutove).
- Dva su trokuta sukladna ako imaju jednaka
dva kuta i jednu stranicu.
- Kut na polukruznici pravi je kut.
Posljednji poucak naziva se Talesovim pouckom.
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7.4.Medusobni polozaj pravcaikruznice

Presjek pravca i kruznice

Zamisli pravac i kruZnicu koji se sijeku. Napamet i bez crtanja dopuni:

a) Ako se pravac i krug sijeku, pravac dijeli krug na dva

b) Ako se pravac i kruznica sijeku, pravac dijeli kruznicu na dva

Primjer 1. Medusobni polozaj

pravca i kruZnice u ravnini Sliku' smo  mogli nacrtati
tako da pravac i kruznica ne-

Nacrtaj pravac i kruznicu. Koliko zajednickih . . oy .
maju zajednickih tocaka:

tocaka mogu imati pravac i kruznica? Nacrtaj

sva rjesSenja.
Polozaj pravca i kruznice u ravnini:
Rjesenje:

- imajudvije zajednicke tocke
RjeSenje zadatka ovisi o polozaju pravca i (sijeku se)
kruznice u ravnini koje smo nacrtali

=  krusni L. - imajujednuzajednicku
ravac i kruznica mogu se sjeci.
B /s g d tocku (dodiruju se)

A, B - sjecista pravca i kruZnice

N

- nemaju zajednickih tocaka
s - sekanta

Njihov presjek bit ¢e dvije toCke koje se naziva-

TANGIRATI ZNAC!
“DIRATI” A DOLAZI IZ
LATINSKOG JEZIKA.

4[]
TO ZNAC!
TANGENTA?

ju sjecistima. To su tocke A i B sa slike, jer one
pripadaju i pravcu i kruznici. Pravac koji sijece
kruznicu naziva se sekantom.

Pravac i kruznica mogu imati jednu zajednicku
tocCku.

D
D - diraliste pravca i kruZnice

t - tangenta

Tada ne govorimo da se pravac i kruznica sije-

ku, nego da se dodiruju ili da tangiraju. Tocka

u kojoj se dodiruju pravac i kruznica naziva se
diraliStem. Pravac koji dodiruje kru-

Znicu naziva se tangentom te kruzni-

@&




Kvuzwnica i \Crus

Zadaci

—

. U kojem polozaju mogu biti pravac i kruznica u
ravnini?

2. Sto je tangenta?

3. Sto je sekanta?

4. PrepiSi, pa dopuni recenice:

a)__ je pravac koji dodiruje kruznicu u

jednoj tocki;

b) Ako pravac i kruznica imaju zajednicke

tocke, onda kazemo da se oni sijeku.

c) Sekanta je pravac koji kruznicu u
2 tocke;
d__ jetocka u kojoj se dodiruju

pravac i kruznica;

Primjer 2. Udaljenost pravca i
sredista kruznice

Nacrtaj kruznicu k(S, 19 mm). Zatim konstruiraj
pravac koji je od sredista kruznice udaljen 2
cm. Sijece li taj pravac kruznicu k?

Rjesenje:
Udaljenost od pravca do tocke S je duljina
najkrace od svih spojnica tocke S s toCkama

pravca. Najkraca je ona duzina koja je okomita
na zadani pravac i krajnja joj je tocka S.

P

Sada rijeSimo zadatak. Iz srediSta kruznice
povucimo neki polupravacinanjemu pronadimo
tocku T koja je od srediSta udaljena 2 cm. Ta
tocka T nalazi se izvan zadanoga kruga jer je
polumjer 1.9 cm. Zato zakljucujemo da pravac
nece sjeci kruznicu niti ¢e se dodirivati.
Konstruirajmo sada i pravac p koji je okomit na
polupravac i prolazi tockom T.

e) Ako pravac i kruznica imaju jednu zajednicku

AN

tocku, onda kazemo da se oni

5. Na slici se nalaze
pravci i kruznica

oznaceni raznim
bojama.

Koji od ovih pravaca
sijeku kruznicu, koji je
dodiruju, a koji je ne
sijeku i ne dodiruju?

6. Skiciraj pravac i kruznicu tako da se oni:
a) sijeku; b) dodiruju; c) ne sijeku i ne dodiruju.

Buduci da je polumjer kruznice 1.9 cm, svaki pra-
vac koji je od sredista udaljen za manje od 1.9 cm
sijece kruznicu u dvije tocke, a svaki pravac koji je
od sredista udaljen za viSe od 1.9 cm nema s kruz-
nicom zajednickih to¢aka. Onaj pravac koji je od
kruznice udaljen za to¢no 1.9 cm dodiruje kruzni-
cu u jednoj tocki - diralistu.

Oznacimo sa d udaljenost od pravca do
srediSta zadane kruznice polumjera r.

Ako je r> d, tada ¢e pravac sjeci
kruznicu.

Ako je r = d, pravac
i kruznica c¢e se do-
dirivati.

Ako je r < d, pravac i kruznica
nece imati zajednickih tocaka.
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Zadaci

7. Nadi udaljenost pravca i kruznice na slici: a) 14 cm; b) 3.2 dm; ¢) 0.2 mm; d) 16 cm;
a)/ b) c) e) 32.2 cm.
/ 10. Pravac je udaljen od srediSta kruznice za 7 cm.
Koliko on ima zajednickih to¢aka s kruznicom
ako je polumjer kruznice:
a)3cm; b)2.2cm; c)0.7dm; d) 7.2 cm; e) 6.9 cm.
8. Polumjer kruznice je 1 cm. Koji od ovih pravaca Nacrtaj te pravce i kruznice.
sijece kruznicu, a koji je dodiruje ako je pravac 11. Nacrtaj kruznicu polumjera 2.5 cm i pravac koji
udaljen od sredista: ju ne sijece i ne dodiruje. Kolika je udaljenost
a) 10 mm; b) 1.1 cm; ) 0.2 cm; d) 0.3 dm; e) 2.2 cm. tog pravca i kruznice?

@] €@ pieee i itries. 12. Nacrtaj kruznicu promjera 4 cm i pravac koji

9. Promjer kruznice je 32 cm. Koji od ovih pravaca s njom nema zajednickih to¢aka. Kolika je
sijeCe kruznicu, a koji je dodiruje ako je pravac udaljenost toga pravca i kruznice?
udaljen od sredista:

Primjer 3. Konstrukcija tangente

iz tocke na kruZnici 3. Iz dirali$ta D kon- -
Nacrtaj kruznicu k(S, 2.1 cm) i na njoj istakni struiramo okomicu na
polupravac.

toCku D. Konstruiraj tangentu kruznice iz tocke D.
Rjesenje:

Iz prethodnoga primjera smo zakljucili: ako je
udaljenost pravca od sredista jednaka polumjeru
kruznice, onda je taj pravac tangenta zadane
kruznice. Stoga zaklju¢ujemo da u ovom
zadatku pravac mora biti udaljen od sredista
kruznice 2.1 cm. 4. Okomicu ozna-
¢imo sa t jer je to
tangenta kruznice u

1. Na kruznici istakne- D tocki D.

mo diraliste D.

Neka je zadana kruznica i njena tangenta
t koja kruznicu dodiruje u tocki D. Polumjer
‘D koji spaja srediSte kruzni-
ce s diraliStem D okomit je

2. lz sredista kruznice E) NG EM

povucemo polupravac
kroz D.

SD1t
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Zadaci

13. Nacrtaj ovakve slike, pa skiciraj polozaj
tangenata iz ovih tocaka:

a)@ b)Q O@ d)Q
14. Konstruiraj kruznicu polumjera 26 mm i istakni

jednu tocku na kruznici. Konstruiraj tangentu iz
te tocke na kruznicu.

15. Konstruiraj kruznicu, a zatim konstruiraj pet
njezinih tangenata.

16. Nacrtaj ovakve slike, pa konstruiraj tangente iz
ovih tocaka:

a) b) <) d) :
17. Zadana je kruznica:
Konstruiraj tri tangente ove

kruznice. Koliko tangenata ima
ova kruznica?

Primjer 4. Konstrukcija tangente
iz tocke izvan kruZnice

Zadana je kruznica i
toc¢ka T izvan kruznice.

Treba nadi tangentu

kruznice koja prolazi tockom T.
a) Skiciraj rjesenje; b) Konstruiraj rjeSenje.
Rjesenje:

U prethodnom primjeru trebalo je nadi tangentu
iz tocke koja se nalazi na kruznici. No, ovdje
zadanatocka T ne pripada kruznici i nije mogude
konstruirati tangentu istim postupkom, vec
treba traziti drugi put do rjeSenja. Zato prvo
pogledajmo skicu:

a) Primijetimo: kada bismo pronasli diraliste,
samo bismo provukli tangentu kroz T i diraliste
i zadatak bi bio rijeSen. Skicirajmo kako bi
trebalo izgledati rjeSenje zadatka:

~Ne

18. Nacrtaj duZinu |LM| =6 cm. Nacrtaj pravac koji
prolazi tockom M i okomit je na duzinu LM .
Koliki treba biti polumjer kruznice sa srediStem
u L tako da pravac i kruznica:

a) dodiruju jedno drugo;
b) nemaju zajednickih toc¢aka;
¢) sijeku jedno drugo?

19. Nacrtaj ovakav pravac ti tocka S.
Pronadi kruznicu kojoj je

S srediste, takvu da joj je t ¢
tangenta. Koliki je polumjer te

The

kruznice?

20. Nacrtaj pravac p i tocku A koja mu ne pripada.
Konstruiraj kruznicu sa sredisStem u A tako da:
a) p sijece kruznicu;
b) p dodiruje kruznicu;
¢) pravac i kruznica nemaju zajednickih tocaka.

. e
T

Primijetimo da iz tocke T mozemo povuci dvije
tangente na kruznicu. Jos uvijek ne znamo kako
to konstruirati pa nastavimo promatrati. Spojimo
tocke S, Ti D u trokut.

b / D
T T

Znamo da je tangenta okomita na polumjer SD.
To znacdi da je trokut ASDT
pravokutan trokut s pravim
kutom u diraliStu D. Prisjeti-
mo se Talesova teorema i
zamislimo kruznicu nad du-

Zinom ST kao promjerom.
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Iz skice zaklju€ujemo da se dvije kruznice sijeku
u diralistima. Dakle, diralista ¢emo dobiti kao
presjek ovih dviju kruznica. Tada samo provucemo
tangentu kroz Ti Di zadatak je rijeSen.

Ovdje smo pokazali kako nam skica moze
pomoci da promatranjem (analizom skice)
dodemo do rjeSenja problema.

b) Sada konstruirajmo tangente prema zakljuc-

cima iz skice:

1. Nacrtamo duzinu ST .

2. Konstruiramo polovi-
$te duzine ST . To Ce biti
srediSte nove kruznice.

3. Konstruiramo kruzni-
cu s promjerom ST .

4. Tocke u kojima se sije-

ku

diralista D, i D,.

5. Povuc¢emo tan-
gente t, i t, kroz
diralista i tocku T.

KvuzZwnica i Krug

ove dvije kruznice su

Zadaci

21. Skiciraj polozaj tangenata iz ovih tocaka:
a) @ ’ @ O@ d)Q
22. Konstruiraj kruznicu polumjera 3.6 cm i

istakni jednu tocku izvan kruznice. Konstruiraj
tangente iz te tocke na kruznicu.

23. Konstruiraj kruznicu k(H, 2 cm) i istakni tocku
B koja je od sredista kruznice udaljena 2.2 cm.
Zatim konstruiraj tangente iz B na k.

24. Konstruiraj kruznicu k(F, 2 cm) i istakni tocku
R koja je od sredista kruznice udaljena 4.2 cm.

Zatim konstruiraj tangente iz R na k.

25. Skiciraj, a zatim

a) A b)
i konstruiraj e
tangente iz ovih B
v e
tocaka:
9] d)
oC ‘D

26.

eflektor /

27.

28.

Na prvoj slici nalazi se skica reflektora koji baca
svjetlo, a crnom je bojom oznacena sjena stupa.

reflekto

Na drugoj slici Zutom bojom oznaci osvijetljene,
a crnom dijelove prostorije u sjeni.

t

1

Nacrtaj
kruznicu tako da
joj je S srediste,

S.

at,it,
tangente. Z,
a
Konstruiraj kruznicu kojoj
su a i b tangente. Koliko
ima takvih kruznica? T
b N
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v‘j6§ba|ica

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

20.

Nacrtaj sredisnji kut neke kruznice koji ima
veli¢inu: a) 657; b) 257 ¢) 757, d) 1007; e) 150"

. Konstruiraj kruznicu k(D, 28 mm) i njenu tetivu MP.

Izmjeri veli¢inu sredisnjeg kuta ako je tetiva duga:
a) 22 mm; b) 1.5 cm; ¢) 3.6 cm; d) 44 mm.

Nacrtaj k(S, 3 cm). Nacrtaj jedan njen obodni kut od 45°.

Nacrtaj k(A, 3.5 cm). Nacrtaj jedan njen obodni kut
od 80°.

. Nacrtaj k(S, 2.6 cm). Nacrtaj jedan njen obodni kut

od 140°".

Nacrtaj k(S, 3.7 cm) i njenu tetivu duljine 6 cm.

a) Nacrtaj sredisnji kut koji pripada toj tetivi;

b) Istakni 10 obodnih kutova koji pripadaju toj tetivi.
Nacrtaj k(F, 4 cm) i njenu tetivu duljine 3.2 cm.

a) Nacrtaj sredisnji kut koji pripada toj tetivi;

b) Istakni 10 obodnih kutova koji pripadaju toj tetivi.
Koliki je pripadni obodni kut ako je srediSnji:

a) 142° b) 3125 ¢) 57 d) 27°; e) 185",

. Koliki je pripadni sredisnji kut ako je obodni:

a) 177 b) 77 ¢c) 100; d) 44.25%; e) 15°.

Koliki je pripadni obodni kut ako je sredisnji:
a) 25°45’; b) 45°36’; ) 54°66’; d) 25°43’; e)
17°56’.

Koliki je pripadni sredisnji kut ako je obodni:
Q) 44°; b) 24°15’; ¢) 1307; d) 22°22’; e) 98".
Koliki je pripadni obodni kut ako je sredisnji:
a) 1207; b) 43°12’; ¢) 50°44’; d) 25.4"; e) 180°".
Koliki je pripadni srediSnji kut ako je obodni:
a) 12°55’; b) 74°11; ¢) 15.6%; d) 22°18; e) 90".
Koliki je pripadni obodni kut ako je sredisnji:
a) 64°45; b) 30°54’; ¢) 50°12’; d) 257; e) 80.5".
Koliki je pripadni sredisnji kut ako je obodni:
Q) 77°; b) 35°45; ¢) 50°10’; d) 22°47’; e) 98°23’.
Konstruiraj pravokutan trokut kojem je:

a) Hipotenuza duga 7 cm, a jedna kateta 3 cm;
b) Hipotenuza duga 8 cm, a jedan kut iznosi 60°.

Konstruiraj pravokutan trokut kojem je:
a) Hipotenuza duga 3.5 cm, a jedna kateta 3 cm;
b) Hipotenuza duga 5.6 cm, a jedan kut iznosi 45°.

Konstruiraj pravokutan trokut kojem je:
a) Hipotenuza duga 5 cm, a kateta a = 4.2 cm;
b) Hipotenuza duga 6 cm, a kut O iznosi 50°.

Konstruiraj pravokutan trokut kojem je:
a) Hipotenuza duga 6 cm, a kateta b = 3.5 cm;
b) Hipotenuza duga 5.5 cm, a kut B iznosi 75°.

Konstruiraj pravokutan trokut kojem je:
a) Hipotenuza duga 6.2 cm, a kateta a = 3.8 cm;
b) Hipotenuza duga 5.8 cm, a kut [3 iznosi 40°.

N

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

1.

Koristeci Talesov poucak konstruiraj
jednakokracan pravokutan trokut s hipotenuzom
|TP| = 56 mm.

Koristeci Talesov poucak konstruiraj jednakokracan
pravokutan trokut s hipotenuzom OP| =39 mm.

Koristeci Talesov poucak konstruiraj jednakokracan
pravokutan trokut s hipotenuzom |TP| =58 mm.

Koristeci Talesov poucak konstruiraj jednakokracan
pravokutan trokut s hipotenuzom OP| =44 mm.

Konstruiraj pravokutan trokut s hipotenuzom dugom
4.8 cm kojem je visina na hipotenuzu duljine 2 cm.

Konstruiraj pravokutan trokut A4BC's hipotenuzom
|AB| =62 mm i visinom na hipotenuzu |CN| =3 cm.

Konstruiraj pravokutan trokut A4BC's hipotenuzom
|AB| =46 mm i visinom na hipotenuzu [CN|=2.8 cm.

Konstruiraj pravokutan trokut s hipotenuzom
dugom 6.1 cm kojem je visina na hipotenuzu
duljine 3.5 cm.

Koristeci Talesov poucak konstruiraj kvadrat
ABCD s dijagonalom |AC| =50 mm.

Koristeci Talesov poucak konstruiraj kvadrat
KLMN s dijagonalom |KM| =4.8 cm.

Konstruiraj pravokutnik kojem je zadana jedna
stranica a i duljina dijagonale d-:
aQa=4cm,d=5cm;b)a=3.4cm, d=5.3 cm;
c)a=2.8cm,d=6.5cm;d)a=5cm, d=8 cm.
Odredi kutove sa slike:
a) b)

Y

a 42° a o
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7.5. Opseg kruga

KvuzZwnica i Krug

CcD

Sto mislis, je li opseg CD-a vedi ili manji od 40 cm?

Kako bismo to provjerili?

Opseg mnogokuta bilo je lako izracunati jer
se njegov rub sastoji od duzina koje mozemo
mjeriti ravnalom. No kruznica je krivulja i
njezinu duljinu ne mozemo mjeriti ravnalom
na isti nac¢in kao kod mnogokuta. Zato cemo
koncem ili uzetom opasati zadani kruzni
predmet, a zatim izravnati konac i izmjeriti
duljinu ravnalom. Na taj nacin mozemo
eksperimentom odrediti pribliznu duljinu
kruznice. No nekada to nece biti moguce
izvesti (zbog prevelikog kruga ili zbog ne-
mogucnosti opasivanja). U ovom poglavlju
naucit ¢emo kako matematickim putem izra-
. cunati duljinu kruznice.

Q)d(\\)ev Sg !796

Opseg kruga = duljina kruznice!

MATNA, IZMERI
OPSEG OVOG

OPSEG KRUGA

OPSEG KRUGA NE
MOZEMO IZMJERITI
RAVNALOM!

|
|
/ ..E

K / A
k. KAKO CEMO
‘ ONDAP?P?

o
> ;
’4

Primjer 1. Broj TT

Izmjeri opseg i promjer ovih predmeta, prepisi
te popuni tablicu.
Predmet Opseg o

Koli¢nik
o:d

Promjer

d

Kovanica
od 5 kn

CD

Limenka

Sat

Olovka

Poklopac

Sto primjecujes?

Rjesenje:

Popunimo tablicu. Pogledamo li treci stupac
tablice, primijetit ¢emo, bez obzira na to o
kakvu se krugu radi, da je koli¢nik opsega i
promjera kruga uvijek broj priblizno jednak 3.
Kada bismo imali savrSeno tocne instrumente i
kada bismo mjerili bez pogreSke, u trecem
bismo stupcu uvijek dobili jednak rezultat. To
znaci da je koli¢nik opsega i dijametra kruga
uvijek isti broj. Taj broj ozna¢avamo grckim

je o opseg, a d promjer (dijametar) kruga.

slovom Tt (Citamo: pi) i on priblizno
iznosi 3.14.

Zaklju¢ujemo da je o : d = 1, pri Cemu

Iz te formule zaklju¢ujemo daje o=d - .
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opseg kruga

Kako je promjer jednak dvostrukom polumjeru,
umjesto d mozemo umetnuti 2 - . Stoga formula
za opseg krugaiznosio=2 - r - .

Formula za opseg kruga s
polumjerom r:

o=2rTr

Broj 1

Podijelimo li opseg i promjer bilo kojega
kruga, dobit ¢emo broj 1. To je broj koji u
decimalnom prikazu ima beskona¢no mno-
go decimala. Zato ga zaokruzujemo na neki
broj decimala.

Broj Tt zaokruzen na 2 decimale: T = 3.14

Broj T zaokruzen na 5 decimala: 1t = 3.14159

Nizozemski matematicar Ludolph van Ceulen
je u 16. st. izracunao 1 na 32 decimale i
njemu u cast T se naziva Ludolphovim
brojem. Danas najmodernija racunala mogu
prikazati Tt na viSe od 200 milijardi decimala.
Prilikom racunanja 1t obi¢no zaokruzujemo
na dvije decimale 1T =~ 3.14.

Zadaci

1. Pronadi desetak predmeta kruznog oblika
(narukvica, prsten, limenka, ¢asa, boca, olovka,
kovanica, ¢ep, poklopac, sat...);

a) Svakom predmetu izmjeri opseg tako da
ga opases koncem, a zatim konac izravnas i
izmjeris ravnalom ili metrom;

b) Pomocu ravnala Sto tocnije pokusaj izmjeriti
promjer svakog kruga;

c) Uvjeri se dijeljenjem da je koli¢nik opsega

i promjera svakog kruga iz zadatka priblizno
jednak 3.14.

Broj pi zaokruzen na 500 decimala:

3.1415926535897932384626433832795028
841971693993751058209749445923078164
062862089986280348253421170679821480
865132823066470938446095505822317253
594081284811174502841027019385211055
596446229489549303819644288109756659
33446128475648233786783165271201909

145648566923460348610454326648213393
607260249141273724587006606315588174
881520920962829254091715364367892590
3600113305305488204665213841469
51941511609433057270365
759591953092186117381
93261179310511854807
4462379962749567351
8857527248912279381
830119491

JACY

IPAK PAMTITI SAMO
NA DVNE DECIMALE,
m=3.14

2. Prepisi, pa dopuni
recenice:
a) Broj ___ priblizno je jednak 3.14;
b) Broj Tt prikazan na Cetiri decimale iznosi ___;
¢) Opseg kruga jednak je duljini pripadne ______

d) Formula za opseg kruga je

3. U svakoj recenici pronadi pogresku. Kako glase
tocne recenice?

a) Koli¢nik opsega i polumjera kruga jednak je T;
b) T = 3.14;
c) o=2d T,

d) Broj 1t prikazan na pet decimala iznosi 3.14519.
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JER JE TT
PRVO 5LOVO GRCKE RIEC!
“PERIMETRON” 5TO ZNAC! OPSEG. | KOD NAS

UCITELJICE, ZASTO SE ZA OPSEG JO5 KAZE | PERIMETAR
SE TAJ BROJ OZNACAVA |

BAS GRCKIM SLOVOM TT 2

Primjer2.lzracunavanje opsegakruga

Izracunaj opseg kruga kojem je polumjer 3.6 dm.
Rjesenje:

Podatak da je ¥= 3.6 dm uvrstimo u formulu za opseg
kruga o = 2r1r. Stoga je opseg kruga:

0=2-3.6 -1=7.2tdm. “ : —

MICl SE 1Z MOG
PERIMETRA!

To je tocna vrijednost trazenog opsega i izrazava se s
brojem 1T u rezultatu. Ako Zelimo vidjeti kolika je to
priblizna duljina, zaokruzimo 1tiizra¢unamo. Primjerice,
ako 1t zaokruzimo na dvije decimale, opseg je
o~7.2-3.14=22.608dm = 22.61 dm.

Tocna Priblizna
vrijednost: vrijednost:
0=2/TT o= 2r - 3.14
o=7.2tdm o0~ 22.61 dm

Zadaci

4. Napamet izraCunaj toc¢an opseg kruga kojem je 9. Elisa vjetroelektrane na otoku
polumjer: Pagu ima promjer 52 m. Koliki
a)3cm; b) 1 cm;c) 13 m;d)0.5 km; e) 0.25 mm. je opseg kruga kojeg cini

5. lIzra¢unaj opseg kruga (to¢no i priblizno) kojem je krajnja tocka elise prilikom
polumjer jednak: jednog okreta?
a)2cm; b) 3.3 mm; c)0.12 cm; d) 16 m;

10. Izracunaj promjer kruga kojem
je opseg:
a) 50.24 dm; b) 31.4 mm;
c) 28.26 cm; d) 0.628 m;

e) 0.002 dm.

6. lzraCunaj opseg kruga (to¢no i priblizno) kojem

je promjer jednak:

a) 12 dm; b) 6.3 cm; ¢) 2E mm; d) 16.7 km; e) 141.3 cm
5 . .
e) 0.802 dm. . . Lo
11. Izra¢unaj polumjer kruga kojem je opseg:
7. Propeler helikoptera ima promjer 10 m. Koliki a) 113.04 mm: b) 12.56 cm: ¢) 43.96 dm:
put prijede tocka na kraju propelera: d) 0.628 m: e) 188.4 cm.

a) pri jednom punom okretu propelera;

b) pri 200 okret lera? 12. Beni tréi ukrug. Kada je prosao cijeli krug
pri okreta propelera?

napravio je 45.216 m. Koliki su polumjer i
8. Promjer krila vjetrenjace je

21.65 m. Na sam rub jednoga
krila mlinar je objesio vrecicu.

promjer toga kruga?

13. Opseg Zemlje na ekvatoru je priblizno 40 000 km.

- . . 5
2) Koliki je put vrecica progla Koliki je polumjer Zemlje na ekvatoru?

pri jednom okretu krila?

b) Vjetrenjaca je od ukljucenja
do iskljucenja napravila 313
okreta. Koliki je put pritom
prosla vrecica?

14. Luka je hodao po snijegu i svojim tragovima
napravio velik krug. Otisak njegova stopala u
snijegu dugacak je 26 cm. Da bi napravio ¢itav
krug trebalo bi 100 njegovih otisaka. Koliki je
promjer toga kruga?
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Kvuzwnica i K\rus

15. Uzmi loptu (nogometnu, rukometnu, tenisku,
za golf itd.) i izmjeri joj najveci opseg. Zatim
izracunaj pripadajuci polumjer svake lopte.

16. Promjer kotaca automobila je 15 inca
(1 in¢ = 2.54 cm).

a) Koliki je opseg kotaca?

b) Koliki put prijede automobil kada kotaci
naprave jedan puni okret?

¢) Koliko se puta kotaci okrenu kada automobil
prijede 5 km?

17. Promjer kotaca bicikla je 50 cm.

a) Koliki put prijede bicikl kada kotaci naprave
jedan puni okret?

b) Koliko se puta kotaci okrenu kada bicikl
prijede 2 km?

18. Promjer kotaca bicikla je 50 cm. Koliki put
prijede bicikl kada se kota¢ okrene 200 puta?

19. Veci kotac starog bicikla
iz 19. stoljeca ima
promjer 1.5 m.

a) Koliki put prijede
biciklist kada se kotac
okrene 10 puta?

b) Koliko se puta za to
vrijeme okrene manji
kota¢ kojem je promjer 30 cm?

20. Uze je dugo 3 m. Moze li se njime opasati
kruzna kula promjera 2 m?

21. Ravnalo je dugo 16 cm. Kada bismo ga mogli
savinuti ukrug tako da mu se rubovi spoje,
koliki bi bio promjer toga kruga?

22. Izmjeri i izraCunaj: kolike su duljine krivulja na
slici:

a)

23. IzraCunaj opsege ovih likova:
a) - b)

4

24. Fontana u parku ima kruzni oblik dijametra
14 m. Oko nje vrtlar Zeli posaditi cvijece tako da
svaki cvijetak bude udaljen od susjednog 0.5 m.
Koliko komada cvijeca ¢e mu trebati?

25. Polumjer Zemlje na ekvatoru je 6378 km.
a) OpasSemo li Zemlju konopcem po ekvatoru,
koliko dug konopac ¢e nam trebati?
b) Produljimo konopac iz zadatka a) za 10 m. Za
koliko ¢e se sada konopac uzdignuti iznad tla
ako ga ravhomjerno podignemo svugdje iznad
ekvatora?

TAKO MLAD A
VEC ZNA
MATEMATIKU!
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KvuzZwnica i Krug

(duljina kruznoga luka) : (duljina cijele kruznice) =

Prlmjer 3. DUIJII’Ia kl"UZI’IOg luka (velic¢ina srediSnjega kuta a) : (veli¢ina punoga kuta 360°)

Nacrtana je kruznica polumjera li, krace:
1 cm. Kolika je duljina kruznog
v q [
luka oznac¢enoga crvenom bojom L 2 = o1 360°
na slici?
Rjesenje:

Iz ovog razmjera dobivamo da je formula za

duljinu kruznog luka / = Zgga

Znamo da je kruzni luk dio kruznice, no pitanje

—,a skracivanjem

je kako izra€unati njegovu duljinu. Pogledamo
rro

li ove slike, primijetit ¢emo da je duljina kruznog razlomka s 2 dobivamo /= .
80°

luka proporcionalna veli¢ini pripadnoga sredi-
Snjega kuta: Formula za duljinu kruznog luka [/ koji
pripada kruznici polumjera r i koji ima

sredisSnji kut a: /= f'ra
180°

Sada, kada znamo formulu, nije

[=025nem  [=0.125 7w cm [=0.5ncm [=0.75 7 cm . e vl . ..
teSko rijeSiti problem iz Primjera

Ako je srediSnji kut dvostruko manji, i duljina 3_Sam0trebakutomjeromizmjeriti
pripadnoga kruinog luka biti ¢e dvostruko Sredignji kut Zadanoga kruinog
manja. Ako je sredisSnji kut dvostruko vedi, i luka.

duljina pripadnog kruznog luka ¢e biti dvostruko Sredidnji kut iznosi o = 244°, a polumjer

veca. Provjerite da ovaj odnos vrijedi i za druge zadanoga kruga je 1 cm. Stoga je duljina

koeficijente proporcionalnosti. Tada zapisujemo rra _ 1-7-244°

kruznog luka: I = = ~4.26 cm.
razmjer: 180° 180°
Zadaci
26. Puni kut iznosi 360°, Sto znaci da cijeloj c) Cetvrtinu kruznice; d) Sestinu kruznice;
kruznici pripada sredisnji kut od 360°. Prepisi, e) Cetiri petine kruznice.
pa dopuni recenice i skiciraj: 29. Opseg kruga iznosi 36 dm. Napamet izracunaj
a) Ifolukruinici pripada sredisnji kut od _, duljinu kruznog luka kojem pripada sredisnji
b) Cetvrtini kruznice pripada srediSnji kutod ___. kut od:
©) Desetini kruznice pripada sredisnji kutod ____, a) 90°: b) 180°: ¢)60°; d) 10°.

d) Trecini kruznice pripada sredisnji kut od ,

N y N 30. Polumjer kruznice iznosi 2.5 cm. Kolika je
e) Sestini kruznice pripada sredisnji kutod ___,

duljina kruznog luka kojem pripada sredisnji
27. Prepisi, pa popuni tablicu: kut veligine:

S d-v - 0. 0. (o8 0- o
Bl 60c | 72°(10°| 450|200 |40°| 1800|900 3) 180°; b) 90° ) 360°; d) 45°; e) 60°.

u Ovaj zadatak mozes rijesiti na dva nacina. Koja?
Dio 1 . . . T .
kruznice [ kruznice 31. Poll.imjer kruznlc.e |zno.5| 4 cm. Iz-r:';lc.t.maj duljinu

kruznog luka kojem pripada sredisnji kut
28. Polumjer kruznice je 5 cm. Izrac¢unaj duljinu veligine:
ovog kruznog luka koji iznosi: a) 60°; b) 10°: ¢) 25° d) 33.5° e) 229°.

a) pola kruznice; b) trec¢inu kruznice;
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32. Izracunaj duljinu kruznog luka na slici: 34. Koliki je polumjer kruznice ako je zadano:
C) a)/=2.44cm,a=70°%b)/=5.4dm,, a=30°

a) b)
c)/=3.8cm,a=221°.

ﬁ 35. Koliki je polumjer kruznice ako je zadano:
a) /=51 cm,a=90°%b)/=121mdm,, a=30%
c) /=0.251T cm, o = 45°.

36. Koliki je srediSnji kut koji pripada kruznom luku

d) e) d) .
ako je zadano:
a)/=3.14 mm, r=1 mm;
b) I=15.7cm, d=10 cm;
/=41 m,r=6m.

37. Ulica Siroka 6 m ima zavoj udesno pod

33. Opseg kruga iznosi 37.68 cm. Izra¢unaj duljinu srediSnjim kutom od 75°. Izrac¢unaj koliki put
kruznog luka kojem pripada sredisnji kut trka¢ moze usStedjeti ako tr¢i unutraSnjom
veli€ine: stranom ulice. Vanjski polumjer zavoja je 150m.

a) 10° b) 110° c) 97°; d) 1°; e) 274°

7.6. Povrsina kruga

Kvadrat i krug

Od uzeta dugog 1 m nacini krug, zatim kvadrat. Sto mislis, koji lik ima vecu
povrsinu, krug ili kvadrat? Mjerenjem utvrdi je li tvoja pretpostavka bila
istinita.

Dosad smo naucili mnoge formule za povrSine geometrijskih likova, poput
kvadrata, pravokutnika, paralelograma i trokuta. Vrijeme je da nauc¢imo jos jednu
vaznu matematicku formulu: formulu za povrSinu kruga. Pogledajmo kako
dolazimo do te formule i kako ona glasi.

Primjer 1. Rjesenje:

Kako izradunati povréinu kruga? Povriinu kruga, kao i povriinu bilo kojega
Izracunaj povrinu kruga drugog lika, mozZemo priblizno izracunati
= clfel. pomoc¢u kvadratne mreze. ,Prekrijemo” krug
mrezom kvadrata s duljinom stranice primjerice
1 cm (Sto manje kvadrate odaberemo, rezultat

¢e biti tocniji).
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Krug prekriva Cetiri cijela kvadrata i ,ostatke“

"

kruga od kojih se mogu sloziti joS otprilike 4.5
kvadrata. Zaklju¢ujemo da povrSina kruga
iznosi priblizno 8.5 cm?.

No, pokusajmo sada doc¢i do to¢ne formule za
povrsinu kruga. Umjesto podjele na kvadratice,
podijelimo krug polumjerima na jednake kruzne
isjeCke Sto manje povrsine. Slozimo ove kruzne
isjecke na sljedeci nacin:

Kvuzwnica i Kvrug

Tako dobivamo lik koji svojim oblikom podsjeca
na paralelogram. Zapravo, Sto ,finije“ podjelimo
krug, to ¢emo tocniji rezultat dobiti.

Zamislimo li da je podjela tako gusta da je
polumjer kruga gotovo jednak visini kara-
kteristicChog trokuta v, povrSinu ovog lika
mozemo racunati pomocu formule za povrsinu
paralelograma:

D gl o W povrsina

kruga

P=rt - r
P=vr.r.mt

Formula za povrSinu kruga s polumjerom r:

P=v-.-r.m

FORMULA ZA

POVRSINU KRUGA

r - r - T K RACE 6E
PISE KAO P = 11T |

CITAMO “R NA KVADRAT

PI”

Primjer 2.
Izracunavanje povrsine kruga

IzraCunaj povrSinu poprecnoga presjeka cijevi
promjera 7.2 dm.

Rjesenje:

Kako je promjer cijevi 7.2 dm, zakljucujemo da
je polumjer cijevi ¥ = 3.6 dm. Podatak da je

r = 3.6 dm uvrstimo u formulu za povrsinu
kruga P=r - r - 11. Stoga je povrsina kruga
P=3.6 - 3.6 - T=12.961T dm?2.

To je toCna vrijednost trazene mjere povrsine

i izrazava se brojem Tt u rezultatu. Ako Zelimo
vidjetikolikajeto pribliznapovrsina, zaokruzimo
TT i izraCunamo. Primjerice, ako 1 zaokruzimo
na dvije decimale, povrsina je

P~12.96 - 3.14 = 40.6944 ~ 40.69 dm?.
Podatke iz Zivota obi¢no prikazujemo pribliznim
vrijednostima, pa je povrSina poprecnoga
presjeka zadane cijevi 49.69 dm?.

Tocna Priblizna

vrijednost:
P=vrv . .r- Tt

vrijednost:
P=vr - -r-3.14
P~ 40.69 dm?

P=12.96m dm?
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Zadaci

1. Napamet izra¢unaj to¢nu povrsinu kruga kojem
je polumjer:
a)3cm;b)1 cm;c)10m; d) 0.5 km; e) 0.7 mm.

2. lzra€unaj povrsinu kruga (to€no i priblizno)
kojem je polumjer jednak:
a)2cm; b) 3.3mm; ¢) 0.12cm; d) 2§ m; e) 0.002dm.

3. lzracunaj opseg i povrSinu kruga (to€no i
priblizno) kojem je promjer jednak:

a) 12 dm; b) 6.3 cm; ©) %mm; d) 16.7 km;
e) 0.802 dm.

4. lzraCunaj duljinu polumjera kruga kojem je
povrsina jednaka:

a) P=36 1 cm?2; b) P=100 T cm?;
¢)P=0.81 Tcm?;d) P= a'rr cm?2.

5. Kolika je povrsina poprecnoga presjeka cijevi
ako je njezin promjer:
a)11dm;b)1.1m;c)0.13cm; d) 140 mm.

6. Radiostanica Salje valove koji se mogu cuti
u krugu polumjera 25 km. Koliku povrsinu
podrucja pokrivaju valovi te radiostanice?

7. Opseg kruznoga djecjega bazena iznosi 601 cm.
Kolika je povrSina dna bazena?

8. Kolika ¢e biti povrSina popre¢noga presjeka
balvana ako je njegov opseg:
a) 56.52 dm; b) 150.72 cm; c¢) 100.48 cm.

9. Konstruiraj k(S, 1.5 cm).
a) Izracunaj opseg i povrsinu pripadnoga kruga;
b) Konstruiraj k(S, 3 cm). Koliko je puta polumjer
ove kruznice veci od polumjera pocetne
kruznice? Koliko joj je puta veci opseg? Koliko joj
je puta veca povrsina?
10. Matematicki diktat:
- Nacrtaj jedan krug, izmjeri mu polumjer r, pa
mu izracunaj opseg i povrsinu;
- Nacrtaj krug polumjera dvostruko vecéeg od r.
IzraCunaj mu opseg i povrsinu;
- Nacrtaj krug polumjera trostruko veceg od r.
Izracunaj mu opseg i povrsinu;
- Nacrtaj krug polumjera dvostruko manjeg od r.
Izracunaj mu opseg i povrsSinu.
Sto primjecujes?
11. Kolika je povrsina
obojenog lika:

b) . o . d)

0.9 /S

Sve zadane veli¢ine iskazane su u centimetrima.

12. Velika kazaljka sata duga je 16 cm, a mala 10 cm.
a) Kolika je povrsina kruga koju prelaze obje
kazaljke?

b) Kolika je povrsina lika koju prelazi samo
velika kazaljka? Koji je to lik?

13. Vanjski poprecni presjek cijevi ima promjer 7.2
dm. Cijev je debela 1 dm. Kolika je povrSina
Supljega dijela presjeka?

14. Izrac¢unaj povrsinu jedne strane CD-a.

15. Nacrtaj k(S, 3 cm).
a) Toj kruznici upisi kvadrat;
b) Izracunaj opseg i povrsinu kvadrata;
¢) Kolika je povrsina dijela kruga koji ne pripada
kvadratu?

16. Zadan je kvadrat i u njemu su upisani krugovi
kao na slikama. Koliki postotak povrsine
kvadrata Cini povrSina krugova na svakoj slici?

b) @)

@ e
\\/k AL

17. 1z kvadrata zadanih u prethodnom zadatku
treba izrezati krugove. Koliki je postotak

materijala visak koji preostaje nakon rezanja?

18. Maja je naslikala bojom krug promjera 7 cm.
Sada zeli nacrtati pravokutnik otprilike jednake
povrsine, s jednom stranicom dugom 5 cm.
Kolika bi otprilike trebala biti duljina druge
stranice pravokutnika?

a) procijeni;
b) izracunaj.

19. Kvadrat i krug imaju jednake opsege. Imaju
li oni i jednake povrSine? Poznat je polumjer
kruga r = 8 mm.
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Primjer 3.
Povrdina kruZnog isjecka
Nacrtan je krug polumjera 1T cm.

Kolika je povrSina istaknutoga

kruznog isjecka na slici?

Rjesenje:

Znamo da je kruzni isjecak dio kruga, no pitanje
je kako izraCunati njegovu povrsSinu. Pogledamo
li ove slike, primijetit ¢emo da je povrsina
kruznog isjecka proporcionalna velicini pripa-
dnoga srediSnjega kuta:

P=0.25 rcm? P=0.125 rcm? P=0.5 rcm? P=0.75 7 cm?

Ako je sredisnji kut dvostruko maniji, i povrSina
pripadnoga kruznog isjecka biti ¢e dvostruko
manja. Ako je sredisSnji kut dvostruko vedi, i
povrSina pripadnoga kruznog isjecka biti ce
dvostruko veca. Provjerite uz pomo¢ programa
za dinami¢nu geometriju da ovaj odnos vrijedi i
za druge koeficijente proporcionalnosti. Tada
zapisujemo razmjer:

(povrsina kruznog isjecka) : (povrsina cijeloga kruga) =
(velicina srediSnjega kuta o) : (veli¢ina punoga kuta 360°)

Ili, krace: P
rer-m=a:360°

isjecka

KvuzZwnica i Krug

Iz ovog razmjera dobivamo da je formula za

Y. . L a

povrsinu kruznog isjecka Fisjecka =¥ r- - 360

Formula za povrSinu kruznog isjecka koji

pripada krugu polumjerarikoji ima sredisnji
(04

kut o Fisjecka =117+ 3605 .

Sada, kada znamo formulu, nije teSko rijeSiti

problem iz Primjera 3. Samo treba kutomjerom
izmjeriti srediSnji kut zadanoga kruznog luka.

Sredisnji kut iznosi a.= 719, a polumjer zadanog
kruga je 1 cm. Stoga je povrSina kruznog
isjecka
o 71°
1 lege
360° 360°

Formulu za povrSinu kruznog isjecka mozemo
. .. i’ZTL'Ot ‘
zapisati i ovako:

Pisjecka = 3600

~0.62 cm?Z.

Pisjecka =¥-r-m-

U proSlom smo poglavlju naucili da je duljina

kruznog luka I = ]rmx

Izdvojimo li te elemente

5"

iz formule za povrSinu kruznog isjecka, dobit ¢emo:

2
Pisjecka = [ 70 _F ¥ 7« _rl
360°  2-180°
_rd
2

Zadaci

20. Polumjer kruznice iznosi 4 cm. Izracunaj
povrSinu kruznog isje¢ka kojem pripada
sredisSnji kut veli¢ine:

a) 60°; b) 10°; c) 25° d) 33.5°; e) 229°.

2 1. 1zraCunaj povrsinu kruznog isjecka sa slike ako

svi polumjeri iznose 1 cm:

AR

f)

Pe

22. Polumjer kruznice iznosi 1.5 cm. Kolika je
povrsina kruznog isjecka kojem pripada
sredisnji kut veli¢ine:

a) 180°; b) 90°; ¢) 360°; d) 45°; e) 60°.
Ovaj zadatak mozes rijesiti na dva nacina. Koja?
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23.

24.

25.

Polumjer kruznice je 4 cm. Izra¢unaj povrsinu
kruznog isjecka koji iznosi:

a) pola kruznice;

b) tre¢inu kruznice;

c) Cetvrtinu kruznice;

d) Sestinu kruznice;

e) Cetiri petine kruznice.

Povrsina kruga iznosi 60T dm?2. Napamet
izraCunaj povrsinu kruznog isjecka kojem
pripada sredisnji kut od:

a) 90°; b) 180°; €)60°; d) 10°.

Opseg kruga iznosi 37.68 cm. Izracunaj
povrsinu kruznog isjecka kojem pripada
sredisSnji kut velic¢ine:

a) 10° b) 110°; c) 97°; d) 1°; e) 274°.

Izmjeri potrebne veli¢ine i izracunaj povrsine
likova oznacenih bojom:

a) b)

Koliki je polumjer isjecka ako je zadano:

2) Pigjoekq = 4T €M, o = 90°;
b) Pijecka = 3T dm?, o = 30°;
) Pigjecka = 2T cm?, o = 45°,

Koliki je polumjer kruga ako je zadano:

) Pijocka = 18.84 cm?, o = 60°;
b) Pyjeka = 37.68 dm2, o = 30°;
0) Pijoekq = 9-42 CM2, a = 120°.

Krug polumjera 36 m ima jednaku povrsinu kao
i kruzni isjecak polumjera 120 m. Izra¢unaj kut
kruznog isjecka.

Kvadratura kruga

/

—_

<

N A

Jedan od najvec¢ih matematic¢kih problema u
povijesti bio je problem. tzv. kvadrature kruga
koji je postavljen prije otprilike 2000 godina:

Zadan je krug polumjera r. Ravnalom i Sestarom

treba konstruirati kvadrat Ccija je povrSina

jednaka povrsini zadanog kruga.

Ovaj je problem stoljecima bio izazov
matematicarima koji su pokusSavali konstruirati

taj kvadrat, ali tek je 1882. godine njemacki

matematicar Lindemann dokazao daje nemoguce
konstruirati taj kvadrat jer je nemoguce tocno
konstruirati broj Tr.

Kvadratura kruga i u svakodnevnom je govoru
postala simbol za bilo koji nerjeSiv problem.

Q

30. IzraCunaj opseg i povrsinu kruznog isjecka ako je:

31.

a)r=3cm,a=45" b)r=5cm, a =60
or=2cm,a=1205d)r=4cm, a =907
e)r=3.5cm,a=40"f)r=5.1 cm, o = 507
g)r=128cm,a=100; h)r=1cm, o =360".

Izracunaj povrsSinu kruznog isjecka kojemu u
krugu opsega 47.1 cm odgovara kruzni luk
duljine 3.932 cm.

32. Koliki je opseg kruznog isjecka odredenog

kutom o = 45° u krugu povrsSine P = 41t dm?

34. Majina baka ima u vrtu kruznu cvjetnu gredicu

na koju Zeli posaditi tulipane. Promjer gredice
je 3 m. Na 1 m2 sadi se 6 tulipana. Koliko je
tulipana potrebno za tu cvjetnu gredicu?

35. Lukin tata priprema novi travnjak u vrtu.

Travnjak je kruznog oblika promjera 6 m. Na
travnjaku je potrebno posijati sjeme trava.
Koliko je sjemena potrebno za cijeli travnjak
ako se na 1 m2 stavlja 30 dag sjemena? Dok ne
izraste trava treba travnjak ograditi. Koliko Zice
je potrebno?
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. Izracunaj opseg kruga kojem je polumjer
jednak:

a)4.3cm; b)3dm; c) 0.2 m;
d) 16 cm; e) 8 dm.

p—

2. lzraCunaj opseg kruga kojem je promjer
jednak:
a) 12 cm; b) 6.4 cm; ) ?}E mm;
d) 17 cm; e) 0.8 dm.

3. lzraCunaj promjer kruga kojem je opseg:
a) 31.4 dm; b) 43.96 cm; ¢) 18T cm;
d) 241 m; e) 94.2 cm.

N

. Izracunaj polumjer kruga kojem je opseg:
a) 15.7m; b) 15T cm; ) 19.468 dm;
d) 22T m; e) 32.028 cm.

vl

. Promjer kotaca automobila je 48 cm.
a) Koliki je opseg kotaca?
b) Koliki put prijede automobil kada kotaci
naprave jedan puni okret?
¢) Koliko puta se kotaci okrenu kada

automobil prijede 5 km?

6. Promjer kotaca bicikla je 45 cm. Koliki put
prijede bicikl kada se kota¢ okrene 300
puta?

~N

. Promjer kotaca bicikla je 55 cm. Koliki put
prijede bicikl kada se kota¢ okrene 350
puta?

KvuzZwnica i Krug

8. Popuni tablicu:

Dio kruznice

Sredisnji kut

o 1 . .
60 G kruznice

36°

20°

258

10°

108°

144°

90°

9. Polumjer kruznice je 5.2 cm. IzraCunaj

10.

11

duljinu ovog kruznog luka koji iznosi:

a) pola kruznice; b) tre¢inu kruznice;

c) Cetvrtinu kruznice; d) Sestinu kruznice;
e) Cetiri petine kruznice.

Opseg kruga iznosi 72 cm. Napamet

izraCunaj duljinu kruznog luka kojem
pripada sredisnji kut od:

a) 90%; b) 180°; c¢) 60°; d) 10°.

. Polumjer kruznice iznosi 3.4 cm. Kolika

je duljina kruznog luka kojem pripada
srediSnji kut veliCine:
a) 180°; b) 90°; c) 360°; d) 22.5°; e) 30°.

Ovaj zadatak mozes rijeSiti na dva nacina.
Koja?
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13.

14.

15.

16.

18.

19.

20.

21.

. Polumjer kruznice iznosi 4.5 cm. lzracunaj

duljinu kruznog luka kojem pripada
srediSnji kut velicine:

a) 657 b) 120%; ¢) 24°; d) 18°; e) 270".
Opseg kruga iznosi 18 T cm. Izracunaj
duljinu kruznog luka kojem pripada
sredisSnji kut veliCine:

a) 20°; b) 457; ¢) 80°; d) 25°; e) 60°.
Koliki je polumjer kruznice ako je zadano
(rjeSenje zaokruzi na 2 decimale ako
treba):

a)/=2.79cm, a =207

b) I=9.42 dm, o =60

c)/=9.77 cm, o = 56°.

Koliki je polumjer kruznice ako je zadano:
a) /=31 cm, a=607
14
b)[= —ttdm,,a=70;
9
5 .
c)/=—1mcm, a=50.
Koliki je srediSnji kut koji pripada kruznom
luku ako je zadano:
a) /= Encm, r=2cm,;
b)I=4.71 cm,d=12 cm;
c)/=1256m, r=6m.

. Izra€unaj povrsinu kruga kojem je

polumjer jednak:

a) 2.4 cm; b) 35 mm; ¢) 1.3 dm;
d)5.3cm;e)2dm.

Izracunaj opseg i povrsinu kruga kojem je
promjer jednak:

a) 18 dm; b) 42 cm; ) 7—8 mm;

d) 34 cm; e) 0.8 dm.

Izracunaj duljinu polumjera kruga kojem je
povrsSina jednaka:

a) P=81mTmcm% b) P=121 1T cm?;

) P=0.641TTCcm% d) P= Eﬂ cm?2,
Izracunaj duljinu polumjera kruga kojem je
povrsSina jednaka:

a) P=200.96 cm?; b) P=153.86 cm?;

) P=314 cm2.

Polumjer kruznice iznosi 3 cm. IzraCunaj

22.

23.

28.

29.

30.

povrsSinu kruznog isjecka kojem pripada
srediSnji kut velicine:

a) 90°; b) 457; ¢) 807; d) 22.57%; e) 300°".
Polumjer kruznice iznosi 2.5 cm. Kolika je
povrsina kruznog isjecka kojem pripada
srediSnji kut velicine:

a) 180°; b) 30%; c) 60°; d) 57°; e) 64°.
Polumjer kruznice je 5 cm. lIzraCunaj
povrsinu kruznog isjecka koji iznosi:

a) pola kruznice; b) tre¢inu kruznice;

c) Cetvrtinu kruznice; d) Sestinu kruznice;
e) Cetiri petine kruznice.

Povrsina kruga iznosi 251 dm?2. Izraunaj
povrsinu kruznog isjecka kojem pripada
srediSnji kut od:

a) 10°; b) 367 ¢) 67; d) 120°.

Povrsina kruga iznosi 50.24 dm?2. IzraCunaj
povrsinu kruznog isjecka kojem pripada
srediSnji kut od:

a) 20°; b) 457 c) 60°; d) 12°.

Opseg kruga iznosi 50.24 cm. IzraCunaj
povrsinu kruznog isjecka kojem pripada
sredisSnji kut veli¢ine:

a) 20°; b) 1207, ) 72°; d) 100°; e) 270".
Opseg kruga iznosi 10T cm. Izraunaj
povrsinu kruznog isjecka kojem pripada
sredisnji kut velicine:

a) 120%; b) 127 ¢) 72°; d) 140°; e) 27".

Koliki je polumjer isjecka ako je zadano:

a) P

— 2 _ o,
T = 8t cm?, o = 607;

) isjecka = ?Tl' dm?, o= 307

©) Pigjecka = 9T €M?, 0. = 40"
Koliki je polumjer kruga ako je zadano:

a) P =25.12 cm?, oo = 80°;

isjecka —
b) Pigjecra = 37-68 dm?, , o= 1207;
C) Pisjec’ka =14.1 3cm2’ , 0L = 20°.

Koliki je srediSnji kut kruga kojem je:

a) Pgjoera = 9-8125 cm2, r=5cm;
b) Pigjecka = En dm?, r =4 cm;
) Pisjecka = 42.39cm?, r=9 cm;
d) Pisjecka = 2w dm?, r=3 cm.
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7.7. Ponavljanje

KvuzZwnica i Krug

Pitanja za ponavljanje:

1. Objasni Sto znaci k(T, 3.5 mm).
Zadana je k(A, 5 cm). Koliki joj je promjer?
Sto je kruznica?

Sto je krug?

v W N

Sto je polumjer kruZnice? Kako se jo naziva

polumjer?

6. Sto je promjer kruznice? Kako se jo$ naziva
promjer?

7. Koja je veza izmedu polumjera i promjera
kruznice?

8. Sto je tetiva kruznice?

9. Prepisi, pa dopuni reCenicu: Tetiva dijeli
krug na dva

10.Sto je kruzni luk?

11.Koje likove koji su dijelovi kruznice ili kru-
ga poznajes?

12.Prepisi, pa dopuni recenice:

a) Kruznice koje imaju zajednicko srediSte
nazivaju se ;

b) Kruzni vijenac je dio ravnine izmedu dvi-
ju kruznica.

Zadaci z a

1. Nacrtaj k(V, 3.5 cm), istakni jedan njegov
promjer i bojom oznaci polukrug, polukruznicu
te jednu njegovu tetivu CD.

2. Nacrtaj kruznice k(A, 2 cm) i k(B, 2.5 cm) tako da
se one:
a) sijeku; b) dodiruju; c) ne sijeku i ne dodiruju.
Koliko im moraju biti udaljena sredista tako da
se one ne sijeku i ne dodiruju?

13.U kojem polozaju mogu biti dvije kruznice
u ravnini?

14.Prepisi, pa dopuni reCenice: Pravac je odre-
dens tocke, a kruznica je

odredena s tocke.

15.Koja je razlika izmedu srediSnjeg i obod-
nog kuta?

16.Kako glasi poucak o srediSnjem i obodnom
kutu?

17.Ako je sredisSnji kut ispruzeni kut, onda
obodni iznosi

. Taj se poucak naziva

18.Koji je medusobni polozaj pravca i kruznice
u ravnini?

19. Prepisi, pa dopuni recenice:
a) Pravac koji sije¢e kruznicu se naziva

b) Pravac koji dodiruje kruznicu se naziva

20.Koliko iznosi broj 1t zaokruzen na dvije
decimale?

21.Kako glasi formula za opseg kruga?

22.Kako glasi formula za povrsinu kruga?

ponavljanje:

3. Konstruiraj kruznicu k(S, 3.2 cm).
a) Konstruiraj njezinu tetivu duljine 2 cm;
b) Zaokruzi tetive koje nije moguce nacrtati
zadanoj kruznici.

Duljine tetiva su: 1 cm, 4 cm, 3.5 cm, 7 cm,
6cm, 6.5 cm.

4. Nacrtaj kruznicu k(B, 2 cm) i njezinu tetivu

duljine 2 cm. Konstruiraj simetralu te tetive.
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5. Nacrtana je kruznica bez sredista.
Precrtaj, pa konstrukcijom pronadi
srediSte te kruznice.

6. Nacrtaj trokut i konstruiraj mu opisanu kruznicu.
Sto su stranice trokuta toj kruznici?

7. Nacrtaj duzinu |AC|=2.3 cm. Konstruiraj tri
kruznice kojima je duzina AC tetiva.

8. Nacrtaj sredisnji kut neke kruznice koji ima
veli¢inu:

a) 72°; b) 34°; c) 120°; d) 180°; e) 238°.

9. Konstruiraj kruznicu k(S, 1.9 cm) i njezinu tetivu
RT . Izmjeri velic¢inu srediSnjega kuta ako je
tetiva duga:

a) 16 mm; b) 3 cm; c) 3.8 cm; d) 5 mm.

10. Nacrtaj kruznicu k(V, 2.5 cm) i na njoj istakni
tocke A, Bi C.
a) Procijeni veli¢ine sredisnjih kutova <AVB,
XBVC i «<CVA;
b) Izmjeri veli¢ine srediSnjih kutova <AVB,
<BVC i «<CVA;
b) Bez racunanja odgovori koliki je zbroj ova tri
srediSnja kuta.

11. Nacrtaj k(S, 3.1 cm). Nacrtaj jedan njezin obodni
kut od 44°.

12. Nacrtaj k(R, 2.5 cm) i njezinu tetivu duljine
2.7cm.
a) Nacrtaj sredisnji kut koji pripada toj tetivi;
b) Istakni 5 obodnih kutova koji pripadaju toj
tetivi.

13. Koliki je pripadni obodni kut ako je sredisnji:
a) 100°; b) 200°; ¢) 50°; d) 28°; e) 122°.

14. Koliki je pripadni sredisnji kut ako je obodni:
a) 37° b) 4° ¢) 130°; d) 20.5°; e) 90°.

15. Izra¢unaj veli¢inu kuta o na slikama:

Bojom istakni pripadni kruzni luk.

16. Nacrtaj kruznicu, sredisnji i nekoliko obodnih
kutova ako je veli¢ina srediSnjega kuta:
a) 18° b) 130°.

17. Nacrtaj kruznicu, sredisnji i nekoliko obodnih
kutova ako je veli¢ina obodnoga kuta:

a) 139 b) 81°.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28. Propeler helikoptera ima

29.

30.

. Konstruiraj k(S, 2.8 cm). Zatim nacrtaj nekoliko

njezinih obodnih kutova veli¢ine 90°.

. Konstruiraj pravokutan trokut kojem je:

a) Hipotenuza duga 7 cm, a jedna kateta 3.9 cm;
b) Hipotenuza duga 6.5 cm, a jedan kut iznosi 45°.

Zadan je pravokutan trokut AABC s
hipotenuzom |AB| =52 mm kojem je jedna
kateta duga 2 cm. Prvo konstruiraj taj trokut, a
zatim izracunaj njegov opseg i povrsinu.
Koristeci se Talesovim pouckom konstruiraj
jednakokracan pravokutan trokut s
hipotenuzom |AB| =60 mm.

Konstruiraj pravokutnik kojem je jedna stranica
duga 3.2 cm, a dijagonala 5 cm.

Polumjer kruznice je 2 cm. Koji od ovih pravaca
sijeCe kruznicu, a koji je dodiruje ako je pravac
udaljen od sredista:

a) 10 mm; b) 2.1 cm; ¢) 3.2 cm; d) 0.2 dm;

e) 1.92 cm.

Nacrtaj te pravce i kruznice.

Konstruiraj kruznicu polumjera 35 mm i istakni
jednu tocku na kruznici. Konstruiraj tangentu iz
te tocke na kruznicu.

Nacrtan je pravac titocka S. S
Pronadi kruznicu kojoj je

S srediSte, takvu da joj je t
tangenta. Koliki je polumjer te
kruznice?

Precrtaj, pa konstruiraj kruznicu polumjera
2.6 cm i istakni jednu tocku izvan kruznice.
Konstruiraj tangente iz te tocke na kruznicu.

Precrtaj, pa skiciraj, a zatim
i konstruiraj tangente iz ove
tocke:

° ™

promjer 9.2 m. Koliki put

prijede toc¢ka na kraju propelera:

a) pri jednom punom okretu propelera;

b) pri 250 okreta propelera?

a) lzra¢unaj promjer kruga kojem je opseg
50.24 cm;

b) Izracunaj polumjer kruga kojem je opseg
113.04 mm.

Promjer kotaca bicikla je 52 cm. Koliki put
prijede bicikl kada se kotac¢ okrene 185 puta?
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31

32.

33.

. UZe je dugo 40 m. Moze li se njime opasati

kruzna kula promjera 18 m?

Polumjer kruznice iznosi 3 cm. Izra¢unaj duljinu
kruznog luka kojem pripada sredisnji kut
veli¢ine:

a) 30°; b) 70°; c) 45°.

Izracunaj opseg i povrSinu kruga (to¢no i
priblizno) kojem je promjer jednak:

a) 40 dm; b) 100 cm.

KvuzZwnica i Krug

34. Kolika je povrSina poprecnog presjeka cijevi ako
je njen promjer 16 cm?

35. Kolika ¢e biti povrsina poprecnog presjeka
balvana ako je njegov opseg 31.4 dm?

36. Polumjer kruznice iznosi 2.3 cm. Kolika je
povrsina kruznog isje¢ka kojem pripada
sredisSnji kut velicine:

a) 180°; b) 90°; c) 360°; d) 45°; e) 60°.

Primjerak oglednog testa:

. Dopuni recenice:

a) Kruznica je

b) Veli¢ina je

dvostruko manja od veli¢ine pripadnog
srediSnjeg kuta nad istim kruznim lukom;

¢) Tangenta kruznice je

d) Najdulja tetiva kruznice se naziva

. Konstruiraj k(D, 2.5 cm) i pravac p koji je

njena sekanta.

. Izracunaj opseg i povrsinu kruga kojem je

polumjer dug 7.2 dm.

. Nacrtaj kruznicu promjera 4 cm i njen

srediSnji kut veliCine 68°. Zatim nacrtaj tri
pripadajuca obodna kuta. Kolike su njihove
veli¢ine?

. Nacrtaj kruznicu i tocku izvan kruznice.

Konstruiraj tangente iz te tocke na
kruznicu.

. Opseg kruga iznosi 75.36 cm. IzraCunaj

povrsinu kruznog isjecka i duljinu kruznog
luka kojem pripada sredisnji kut veli¢ine
450°,

. Konstruiraj pravokutan trokut kojem je

hipotenuza duga 5.7 cm, a jedan kut iznosi
60°.

8. Propeler helikoptera ima promjer 20.6 m.
Koliki put prijede tocka na kraju propelera:

a) pri jednom punom okretu propelera;

b) pri 4000 okreta propelera?

9. Promjer kruzne, cvjetne gredice je 8 m.

Izracunaj koliko se tulipana moze posaditi
na tu gredicu ako na 1 m2 stane 5 sadnica.
Uz rub gredice treba posaditi ukrasno zele-
nilo - koliko je biljaka potrebno nabaviti ako
ih se na 1 m sade 4 biljke?

10. Nacrtaj neku kruznicu i tocku na njoj. Kon-
struiraj tangentu kruznice u toj tocki.

11. Polumjer kruga iznosi 4.4 dm. IzraCunaj

tocno i priblizno:

a) opseg tog kruga;

b) povrsinu tog kruga;

c) duljinu kruznog luka kojem pripada sre-
disSnji kut veli¢ine 110°.

12. U kruznicu polumjera 15 cm upisan je pra-
vilni mnogokut. Duljina kruznog luka nad
jednom njegovom stranicom je 7.85 cm.
Koliko vrhova ima taj mnogokut?

13. Opseg kruga iznosi 141 m. Izracunaj nje-
govu povrsinu.

14. PovrSina kruga je 161 dm2. Izracunaj nje-
gov opseg.
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8. Sust av dviju linaarnil

\\éo\vwo\'szt < o\V“e V\QPO'LV\QWCQ

Dio matematike koji se bavi izrazima koji sadrze brojeve, nepoznanice i raCunske

Vazni pojmovi .. .
azni poymo operacije naziva se algebrom.

sustav dviju . L, . . . g . .
. L L U 17. i 18. stoljecu matematicari su se intenzivno bavili rjeSavanjem raznih
linearnih jednadZzbi

S AR G jednadzbi. Tada su uvedene i oznake koje upotrebljavamo i danas: <, >, >, < te

L slova x, y i z za oznaCavanje nepoznanica. Matematicari su razne probleme iz
rjesenje sustava. .. . o vl v e
svakodnevnog zivota zapisivali i obliku jednadzbi i trazili nacine kako ih Sto jed-

metoda supstitucije
ili zamjene

nostavnije rijesiti.

) Engleski matematicar Isaac Newton (1643. - 1727.), Svicarski matematicar Gabri-
metoda suprotnih o . . . . o
el Cramer (1704. - 1752.) i njemacki matematicari Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646. - 1716.) i Friedrich Carl Gauss (1777. - 1855.) znatno su pridonijeli

danasnjim postupcima rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi.

koeficijenata

Neke njihove metode uspjeSno su uklopljene u rad raznih matematickih progra-
ma, tako da mnoge vrste jednadZbi moze rjeSavati i racunalo.

oy
r /‘ 31
/
\ =)

Isaac Newton Gabriel Cramer Gottfried Wilhelm Leibniz Carl Friedrich Gauss

U ovom ces poglavlju, primjerice, nauciti:

- Kako izgleda linearna jednadzba s dvije nepoznanice
- Sto je sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice
- Kako upotrijebiti metodu supstitucije da bi odredio rjeSenje sustava

- Kako upotrijebiti metodu suprotnih koeficijenata da bi odredio rjeSenje sustava

Zapisati problemske zadatke u obliku linearnih jednadzbi, a zatim ih rijeSiti
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Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

Brzinski zadaci za 11. RijeSi jednadzbe:
, R ponavljanje: a)2x + 6 = 2; b) 2x + 10 = 0;
Q) 7x+9=2; d)4x + 2 = 2;
1. Koji broj je za 5 veci od 10? &) 3x+10=7 H2x+9=1;
2. Koji broj je 5 puta veci od 10? gl =2 Wsrs=2
i)2x+1=09; 3x+1=10;
3. Koji broj je za 5 manji od 10?
k) 9x + 9 = 0; ND2x+1=09;

4. Koii . .. 107
0ji broj je 5 puta manji od 10 M) 2x4+12=16 n)3x+7=7.

5. Zbroj dvaju prirodnih brojeva je 20, a

12. RijeSi jednadzbe:
a) 3x+1=9-2x; b)5x+6=2-6Xx;
QO-7x+4=5+7x; d)8x+5=-8x+6;
e)10x+1=2-2x; f)5x+5=28-3x;
g)8x+2+7x=8; h)-7x-6=-10+ 5x;
)9=-4x+7-7x; j)3x+6=10-5x.

njihova razlika 4. Koji su to brojevi?

6. Temperatura je ujutro bila 4°C. Do podneva
je porasla za 7°C. Kolika je temperatura bila
u podne?

7. Koliko je x? 3x-6=18

9. Koji broj je 2.5 puta manji od broja 7.5? a)2(y+10)-3y=10: b) 8(y+3)-10y=6:
10. Zamisli jedan broj. Dodaj mu 15. AO3(y+7)-6y=9; d)6(y+3)-10y=10;
Udvostruci rezultat. Od toga oduzmi e) 4(y + 3) -7y = 0.

dvostruku vrijednost zamisljenog broja.

14. RijeSi jednadzbe:
a) 3x +2(9x-9)=1; b) 5x+1(6x - 9) = 5;

C)4x + 6(7x-5)=0;d) 5x + 8(bx-4)=1;
e) 10x + 5(7x - 8) = 2.

Sigurno si dobio 30. Objasni zasto.

DOBAR
DAN, Ml SMO
NEPOZNANICE
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Dvije linearne jedunadzbe s dvije nepozunanice

&.1. Linearne jednadzbe s jednom
hepoznanicom - ponavljanje

Tajni broj

Beni je zamislio jedan broj. Taj broj zbrojen sa svojim dvokratnikom daje 15.
Koji je broj Beni zamislio?

Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom je svaka jednadzba oblika
ax = b, gdje suaibzadani brojevi, a #0, a x nepoznanica.

U 6. razredu naucili smo kako zapisati i rijeSiti linearne jednadzbe s jednom
nepoznanicom. Prisjetimo se Sto smo naucili.

Primjer 1. Matematicki izrazi Rjesenje:

PoKad imamo zadatak zapisan rije¢cima (prob- a) Trokratnik nekog broja zapisujemo

lemski zadatak) najprije ga moramo ,prevesti“ mnozenjem: 3x;

na matematicki jezik. ZapiSi ove zadatke b) Dvostruko manji od nekog broja zapisujemo
odgovarajuc¢im matematickim izrazom: dijeljenjem: x : 2;

a) Trokratnik nekog broja; ¢) Neki broj uvecan za 12 zapisujemo zbrajan-

b) Dvostruko manji od nekog broja; jem:x +12;

¢) Neki broj uvecan za 12; d) Koli¢nik broja 20 i tog broja zapisujemo di-

d) Koli¢nik broja 20 i tog broja; Ielenm: 20 ¢ ¢

e) Neki broj umanjen za 7 e) Neki broj umanjen za 7 zapisujemo oduzi-

manjem: X - 7.

Zadaci

1. Napisi jednadzbe za zadane recenice. e) Zbroj nekog broja i broja 2 je 9.
a) Ako dvokratnik nekog broja x oduzmemo od f) Neki broj podijeljen s dvanaest daje 3.
211 dobit cemo 71. g) Ako broj sedam umanjimo za neki broj, dobit
b) Peterokratnik broja z povecan za 2 je 27. ¢emo pet.
©) Broj y povecan 8 puta jednak je zbroju tog h) Peterokratnik nekog broja je 30.

broja y i broja 40.
d) Pribrojis li dvokratniku broja x broj 200, dobit
¢e$ 160.
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Primjer 2. Provjera rjesenja

Je li rjeSenje jednadzbe 2 - x= 14 broj 7?

Rjesenje:
Tocnost rjeSenja provjeravamo tako da u
jednadzbu umjesto x uvrstimo broj 7.

x=7

2-x=14
2-7=14
14 = 14.

Z a

2. Spoji parove jednadZzbe i njenog rjeSenja.

Primjer 3. RjeSavanje linearne
jednadzbe

Koji broj je rjeSenje jednadzbe x+ 6 = 18 - 5x?
Rjesenje:

U toj jednadzbi pomijesani su ¢lanovi s nepoz-
nanicom i bez nje. Najprije moramo sve ¢lanove
S nepoznanicom prebaciti na jednu stranu
jednadzbe, a sve bez nepoznanice na drugu
stranu jednadzbe. Najprije moramo sve izraze s

nepoznanicom prebaciti na jednu stranu jedna-
dzbe, a sve bez nepoznanice na drugu stranu
Svaki pribrojnik koji pre-

jednadzbe. N
x& 6|=18|-5x
bacujemo mora promijeni-

ti predznak. Pribrojnike koji se nalaze na odgo-
varajucoj strani jednadzbe samo prepiSemo.

Broj 6 moramo prebaciti na desnu stranu jedna-
dZbe, aizraz -5x na lijevu.

X+5x=18-6

Zbrajamo izraze na lijevoj strani, a brojeve na
desnoj strani oduzimamo.

6x=12 /:6 Dijelimo s brojem koji mnozi nepo-
znanicu.

Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

Dobili smo tocnu, istinitu jednakost pa zaklju-
c¢ujemo da broj 7 jest rjeSenje te jednadzbe.

Primijetimo da bismo isto rjeSenje dobili i da je
pocetna jednadzba bila primjerice 6 - x = 42 ili
10 - x = 140. Prisjetimo se da mnozenjem ili
dijeljenjem jednadzbe s brojem razli¢itim od
nule dobivamo jednakovrijednu jednadzbu, tj.

rjeSenje jednadzbe ostaje isto.

daci
Jednadzba RjeSenje
x:2.5=100 0
5x-14=-69 250
250.15 - 3y =2y -11
100 - 4z =300 50.03
11 +2x+5x=7x+11 -50

x=12:6 =2.
RjeSenje jednadzbe je broj 2.
Provjera:
X+6=18-5x

2+6 =18-5-2
8=18-10

8 = 8. Rjesenje je tocno.

NEPOZNANICE
LNEVO,
POZNANICE
DESNO.

1 6VE
MORA OSTATI U
RAVNOTEZI.

97



Dvije linearne jednadzbe s dvije nepozunanice

Zadaci

3. Rijesi jednadzbe.
a) 7y + y=64;
b) z+ 6z=-63;
c) -3x-5x=152;
d) 10 -30y-150 =-200y + 20y + 500;
e) -1.2(0.9 +3x) = -10.8.

Primjer 4. Problemski zadatak

Luka je dvije gumice i tri olovke platio 22.20
kn. Cijena olovke je za 90 lipa veca od cijene
gumice. Kolika je cijena olovke?

Rjesenje:
Pri rjeSavanju problemskih zadataka slijedimo

ove korake:
1. Procitaj zadatak.

2. Odredi pitanje.
Oznacimo sa x cijenu gumice. Cijena olovke
je za 90 Ip, tj. 0.90 kn veca od cijene gumice.
Cijena gumice x
Cijena olovke x + 0.9
3. Odredi koji su podaci zadani.
Cijena 2 gumice 2x
Cijena 3 olovke 3 - ( x+ 0.90)

f)4x-114 -(6x-120) - (8x-74)=0;

2x+1 3x-2 2x-5 x+1 37.
g) S+t T s
5 4 2 10 20

h) 10(x+§)—4(6x—])=6;

Sve zajedno koSta 22.20 kn.
4. NapisSi jednadzbu
2x+3 - (x+0.90) = 22.20
5. RijeSi jednadzbu.
2x+ 3x+2.70 =22.20
5x=22.20-2.70
5x=19.50 /:5
x=19.50:5
x = 3.90 - cijena gumice
X+ 0.90 = 3.90 + 0.90 = 4.80 - cijena olovke
6. Provjeri rezultat.
2x+3 - (x+0.90) = 22.20
2-3.90+3-(3.90 + 0.90) = 22.20
22.20 = 22.20. RjeSenje je tocno.
7. Napisi odgovor rijeCima.
Cijena gumice je 3.90 kn, a cijena olovke
4.80 kn.

Zadaci

4. Temperatura se od podneva snizila za 7°C.
Sada3nja temperatura je 11°C. Kolika je bila
temperatura u podne?

5. Nakon 3to je prodao 324 biljeznice, prodavacu
je ostalo joS 126 biljeznica. Koliko je biljeznica
imao na pocetku?

6. Marko je prodao svoju nogometnu loptu za 51.50

kn. To je 12.50 kn manje od cijene koju je Marko
platio za novu loptu. Kolika je bila cijena nove
lopte?

7. Sirina pravokutnika je 37 cm kraca od njegove
duZine. Sirina je 75 cm. Kolika je duZina
pravokutnika?

8. Majin tata je vozio 120 km i zatim napravio
. . . 1
stanku za rucak. Dotad je preSao §ukupne

duljine puta. Kolika je ukupna duljina puta?

9. Marko je rijeSio 2 zadatka. To je % cijele zadace
iz matematike. Koliko ukupno zadataka Marko
mora rijesiti?

10. Za osam sladoleda treba platiti 36 kn. Kolika je

cijena jednoga sladoleda?

11. Na polici ima 54 cm slobodnog prostora za

knjige. Koliko se knjiga moze staviti na policu
ako za svaku knjigu treba 4.5 cm prostora?

98



Dvije linearne jednadzbe s dvije nepozuanice

&.2. Sustav dviju linearnih jednadzbi s

dvije nepoznanice

Godine

Maji su u posjet doSle sestricne Iva i Tea. Kad ih je Luka pitao koliko imaju godi-

na, Tea je rekla: “Zajedno imamo 26 godina”. Maja mu je Sapnula: “ Tea je dvije

godine starija od Ive.”

Pomozi Luki odrediti koliko godina ima Iva, a koliko Tea.

Primjer 1.

JednadZba s dvije nepoznanice
Luka je kupio 5 biljeznica i 8 omota i sve za-
jedno platio 81 kunu. ZapiSi tu reCenicu u ob-
liku jednadzbe.

Rjesenje:

Dabismo taj zadatak zapisalipomocu jednadzbe
potrebne su nam dvije nepoznanice. Oznacimo:
X - cijena jedne biljeznice

y - cijena jednog omota.

Zadatak zapisujemo ovako: 5-x + 8-y = 81;
odnosno 5x + 8y = 81.

Linearna jednadzZba s dvije nepoznanice
je svaka jednadzba oblika ax + by =c |
gdje su a, b i c zadani brojevi, a#0,b#0,
a X i y nepoznanice.

Brojeve a, b i c nazivamo koeficijentima.
Oblik ax + by =c , nazivamo standardnim
oblikom linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice.

Zadaci

1. Zapisi zadane recenice u obliku linearne
jednadzbe s dvije nepoznanice.

a) Luka je 5 ¢okolada i 3 Zvakace platio 38 kn;
b) Opseg pravokutnika je 50 cm;

C) Zbroj broja djevojcica i broja djecaka je 27;
d) Razlika peterokratnika jednog broja i
trokratnika drugog broja je 0.

e) Opseg jednakokra¢noga trokuta je 15 dm;

Primjer 2. Rjesenje jednadzbe

Majin tata je kupio 3 kg banana i 2 kg jabuka i
zajedno platio 23 kn. Kolika je cijena kilograma

banana, a kolika kilograma jabuka?

f) Maja je 6 biljeznica i 5 olovaka platila 35 kn;

g) Matija je 4 kilograma tresanja i 2 kilograma
salate platio 50 kn;

h) Ana je dva sira i pet peciva platila 29 kn.

i) Lucija je 5 kilograma banana i 3 kilograma
jagoda platio 100 kn;

j) Brat i sestra zajedno su usStedjeli 652 kn.

Rjesenje:
Oznacimo: x - cijena kilograma banana y - cije-

na kilograma jabuka. Pripadna jednadzba je:
3x 4+ 2y = 23.

U zadatku nema nikakvih dodatnih uputa o ci-
jenama pa zaklju¢ujemo da zadatak moze imati
viSe rjeSenja. Neka od njih navedena su u tablici.
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Dvije linearne jedunadzbe s dvije nepozunanice

X - cijena y - cijena Ukupan iznos v el o
kilograma banana kilograma jabuka 3x+ 2y
5 4 3:5+2:-4=23 (5, 4)
3.5 6.25 3-3.5+2-6.25=23 | (3.5, 6.25)
3 7 3:3+2-7=23 (3,7)

Vidimo da smo rjeSenja mogli zapisati u obliku

uredenog para u kojem je prvi ¢lan vrijednost

nepoznanice x, a drugi vrijednost nepoznanice y. Rjesenje linearne jednadzbe s dvije

nepoznanice jest svaki uredeni par koji

Smisli i ti joS neko rjeSenje. Koji brojevi ne dolaze v 0 e s dee e e

u obzir kao rjeSenja ovog zadatka?

Primjer 3. Provjera rjeéenja Dakle umjesto x uvritavamo -1, a umjesto y 5.
2-x -5.-y=-27

Je li uredeni par (-1, 5) rjeSenje jednadzbe
-2 -25=-27

Rjesenje: 27 = -27
Toénost rjedenja provjeravamo tako da u Dobili smo tocnu, istinitu jednakost, pa zaklju-
jednadzbu umjesto x uvrstimo prvi ¢lan Cujemo da uredeni par (-1, 5) jest rjesenje te
uredenog para, a umjesto y drugi clan jednadzbe.

uredenog para.

Primjer 4, 4, a umjesto y 6.
Je li uredeni par (4, 6) riesenje jednadzbe 3:-x-4-y=50
3.x -4 y=50? 3-4-4-6=50

12 -24 =50
Rjesenje: -12=50
Tocnost rjeSenja provjeravamo tako da u -12 # 50
jednadzbu umjesto x uvrstimo prvi Clan Dobili smo neto¢nu, neistinitu jednakost, pa
uredenog para, a umjesto y - drugi ¢lan zaklju¢ujemo da uredeni par (4, 6) nije rjesenje
uredenog para. Dakle, umjesto x uvrStavamo te jednadzbe.

Zadaci

2. Provjeri je li zadani uredeni par rjeSenje 3. Provjeri je li zadani uredeni par rjeSenje
jednadzbe. jednadzbe.
a) (3,0); 5x+3y=15; a) (2.5, 1.5); 2x+ 3y=09;
b) (2, -4); 6x - 2y =1; b) (-1.4, 2); 3x- y=-6.2;
c)(5,1); x+5y=10; o (1,-2.2); 2.3x+ 5y = 8.7,
d)(2,11); 4x- 5y =-47, d) (0.5, 0.75); x- 3y =-1.75.
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Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

4. Provjeri je li zadani uredeni par rjeSenje

jednadzbe.
2 1
—,2):3x- —y=-1;
a)(3 ); 3x >

1 3 7
b) (1—, -0.5); 2x- —y=2=;
)(4 ); 2x 2 3

Primjer 5. Sustav

Majin tata kupio je 4 kg Sljiva i 5 kg jabuka i sve
zajedno platio 59 kn. Lukin tata je na istom
mjestu kupio 2 kilograma Sljiva i 3 kilograma
jabuka i sve zajedno platio 31 kn. ZapiSi te
recenice u obliku jednadzbi.

Rjesenje:

Da bismo zadatak zapisali pomocu jednadzbi
oznacimo sa x cijenu kilograma $ljiva, a s y cije-
nu kilograma jabuka. ZapiSemo li obje recenice
u obliku jednadzbe, dobivamo:

c)(—3%,§),3X+5y= —%,
5 2 3 3
d)(-22,-2); —x+=2y=-1
) ( 5" 3),]7X+2y 5
4x+ 5y=159 sustav dvije
2x+ 3y =35. jednadzbe

Ako u zadatku istovremeno promatramo
dvije linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice, onda govorimo o sustavu
dviju linearnih jednadzbi s dvije
nepoznanice.

Primjer 6. RjeSenje sustava

Luka je kupio 5 biljeznica i 8 omota i sve zajedno
platio 81 kunu. Matija je u istoj knjizari kupio 12
biljeznica i 10 omota i sve zajedno platio 130 kn.

ZapiSi te reCenice u obliku jednadzbi, a zatim
provjeri je li uredeni par (5, 7) rjeSenje tog sustava.

Rjesenje:

Oznacimo:

X - cijena jedne biljeznice

y - cijena jednog omota.

Zadatak zapisujemo ovako:

5x + 8y = 81

12x + 10y = 130.

Provjerimo je li uredeni par (5, 7) rjeSenje ovog
sustava.

Tocnost rjeSenja provjeravamo tako da u obje
jednadzba umjesto x uvrstimo prvi clan
uredenog para, a umjesto y - drugi clan
uredenog para. Dakle, umjesto x uvrStavamo 5,
a umjestoy 7.

Provjerimo za prvu jednadzbu:
5-5+8-7=8I

25 + 56 = 81

81 = 81

Dobili smo iste brojeve na obje strane
jednadzbe, dakle, uredeni par (5, 7) je rjeSenje
prve jednadzbe.

Provjerimo za drugu jednadzbu
12-5+10-7=130

60 +70=130

130=130

Dobili smo iste brojeve na obje strane
jednadzbe, dakle, uredeni par (5, 7) je rjeSenje
druge jednadzbe.

Obzirom da je uredeni par (5, 7) rjeSenje obiju
jednadzbi zaklju¢ujemo da je rjeSenje tog sustava.

RjeSenje sustava dviju linearnih jednadzbi s
dvije nepoznanice je svaki uredeni par bro-
jeva koji je rjeSenje i jedne i druge jednadzbe
sustava.
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Dvije linearne jedunadzbe s dvije nepozunanice

5. Provjeri je li uredeni par (3, -2) rjeSenje sustava. d)x+y=2.5
a)-7x-3y=-8 lx+2y=
X+ 5y=18
b) 5x+3y=9 8. Provjeri je li uredeni par (—l, - i) rjeSenje
6 3
-3x+4y=-17 sustava.
) -4x +2y=-18 a) X+y= _]l
2x+6y=18 e
x-y=1=
d)-4x-2y=-8 6
10x+ 6y=18 b) 6x + 3y = -5
6. Provjeri je li uredeni par (0.5, -1.2) rjeSenje l X-3y= 3H
sustava. 2 12
- 2 2
a) 3x+2y=-0.9 0 -—=x-=y=1
-2x-5y=5 3 3
2x+3y=-4
b) 1lx+ y= =
2 20 d) -6x+ 3y=-3
X+ y=-1 12x-33y=24
c) 3.5x-y=3
4x+5y=-4 U sustavu dviju linearnih jednadzbi s dvije
d)6x-5y=9 nepoznanice:
3 5 6 ax+by=c
_X+_y=__
2 4 5 dx+ey=f

7. Provjeri je li uredeni par (2, %) rjeSenje sustava.

Ax+y=1

X-y= ll
2

b) 2x+ 2y=5
-x+ 3y=-0.5
3 1

c) Zx+2y—2§
B By o
3 7 21

Brojeve a i d nazivamo koeficijenti ma uz
X, brojeve b i e koeficijentimauz y,aci f

slobodnim koeficijentima.

. U sustavima u zadacima 5. i 6. procitaj:

a) koeficijente uz x;
b) koeficijente uz y;

¢) slobodne koeficijente.

Primjer 7. Svodenje sustava na standardni oblik

Promotrimo sustave u tablici

Zadano Standardni oblik

a) x = 3y x-3y=0
2y =x-3 -Xx+2y=-3
b) 2x +
Sy—Z(X—Zy)=2y—3X+2 7X+-I-Iy=-|0
x—2(X—3y—2)—3X2+y:1—2x+4y X+ 3y=-6
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Dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice

Rjesenje:

Prije rjeSavanja sustava obi¢no ga sredujemo
tako daobje jednadzbe budu napisane u standar-
dnom obliku. Ponekad je taj postupak jednosta-
van i dovoljno je ¢lanove s nepoznanicama pre-
baciti na lijevu stranu, a ¢lanove bez nepoznani-
ca na desnu, kao Sto je ucinjeno sa sustavom u
a) zadatku.

No sa sustavom u b) zadatku ima puno vise po-
sla pa ¢emo taj postupak opisati detaljnije. Pri
sredivanju jednadzbe najprije je moramo "oslo-
boditi" zagrada

2XHY x4 dy =2y —3x+2

X—2X+6y+4-

3X2+y=]—2x+4y

Zatim se rjeSavamo razlomaka tako da cijele

OVO {E LAKO. VEC
SMO TO RADILI.

—

PREBACIMO SLOVA
LWEVO A BROJEVE DESNO...

JEDNADZBE. IDEMO SE SAD IGRATI NA
PLAYSTATION.

2

jednadzbe pomnozimo najmanjim zajednickim
nazivnikom.

2x+y—-10x+20y =10y —15x+10
2X—4x+12y +8-(Bx+y)=2-4x+8y

Uklonimo preostalu zagradu.

2x+y—-10x+20y =10y —15x+10
2X—4x+12y+8—-3x-y=2-4x+8y

Prebacimo ¢lanove s nepoznanicama lijevo, a
onhe bez nepoznanica desno.

2x+y—-10x+20y —-10y +15x =10
2Xx—4x+12y-3x—-y+4x—-8y=2-8

Zbrojimo Sto se moze.

7x+11y =10 standardni
-X+3y=-6 oblik sustava
. . ax+by=c
| dobili smo sustav zapisan u
dx +ey =f

standardnom obliku.

EH MATNA, PRIE Sl
STALNO BJEZAO VAN, A SAD STALNO ZA
IGRICAMA.

R
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Dvije linearne jedunadzbe s dvije nepozunanice

Zadaci

Svedi sustave na standardni oblik 13. Svedi sustave na standardni oblik
10.a) y-5 = 2x a) ﬂ_ﬂz)ﬁi
12+ x=3y 4 3 24
b) y = 4x 4y+6x7—1:]
14=x-y 2y 3
b) 4x-2y 1 _
) 0=2x-3y+4 11 +Z(5y_§)_]
4y-5x-6=0 1 1 /
2y —~|2x—~(a-3y)|=~Z
v 5[ 1 y)] !

11.a) x+2x-6 =7y
S5y-3x=4y+5 Q) x+4y+£(y+])_3+x

5 15 5
4x - 2x=11-4
b) 4x -3y + 3y + 2x ax 3y 49
10+ 2x-5y=3x+4y-14 3 =?_
)10+ 2x=5y-5-3y : :
X+X=y+y d) 2—§X+9y=§x—y_i
5 3 9
12.2)3@2x+y-1)-2(x-y)=3y-1 o y
2-3(x+2y)-4y=9 §+§=5(]+E)

b) 2B3x+2y-3)-3(x+y)=3-5y

e) —X+2y—3x— =2y +x—1
1-2(x+y-4)+3y=y-x 2 SN

7x -2
0 2(x+3)-3(y-1) =20 1-4Qx+y -5 -X"% _2_2x_3y
Sx-1)+4(y+2)=-4 f) 3x—y+4=0
d) 5(x+ 1) - 2(y + 3) + 8=0 7By i) o L=
-3(x-2)+ 5(y-4) + 6=0 4
g) 3x+2y-3=0
7—9x—4(y+l)=yT_8

8.5. Metoda supstitucije

Maja je kupila 3 biljeZnice i 4 omota i sve zajedno platila 19 kn. Kolika je cijena
biljeZnice ako je cijena omota 1 kn?

Metoda supstitucije ili zamjene nacin je rjeSavanja sustava u kojem jednu
nepoznanicu zamjenjujemo nekim izrazom. Najjednostavnija je mogucnost
da nepoznanicu zamjenimo brojem - obi¢no kazemo da uvrStavamo vrijed-
nost. To je vrlo slicno uvrStavanju vrijednosti uredenog para, sto smo radili
kod provjeravanja rjeSenja sustava.
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Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

Primjer 1. Zamijeni nepoznanicu Provjera:

brojem Da bismo provjerili toCnost rjeSenja u sustav

Rijesi sustav: uvrstavamo umjesto x 5 i umjesto y 1.

x=5 5=5V
2x-3y=17. 2:5-3-1=7
10-3=7
4 R/ 7=7-\/
Rjesenje: OVO M ZVUE

Rjesenje je tocno. POZNATO.
Primijetimo da u ovom sustavu prva jednadzba A
odmah daje rjeSenje za nepoznanicu x. Da bis-

mo dobili nepoznanicu y, u drugoj jednadzbi

KAD UMNESTO
NEPOZNANICE UVRSTIS BRO,
5LOVO SE VISE NE PISE

moramo X zamijeniti s 5.

2x-3y=7.
— BRISI!
2-5-3y=7 \

Umjesto x napisali smo 5, a sve os-
talo smo prepisali. Dalje rjeSavamo
kao linearnu jednadzbu s jednom nepo-
znanicom .

10-3y=7

-3y =7-10
-3y = -3/:(-3)
y=1

RjesSenje je uredeni par (5, 1).

Zadaci

1. RijeSi sustave metodom supstitucije: 2. RijeSi sustave metodom supstitucije:
a) x=-2 b) x=0.8 ay=3 b)y=-2
3x+y=-4 X-2y=-3 -Xx+y=-1 2x-y=3
1
c)x=—% d) x= 2% AQy=1.4 d)y=—€
4x-3y=6 1 =2y =0 2x-3y= ——
2x+ —y=2
e)y=0 Ny=6
e)x=0 i x=3 -4x - 8y = 56. -3x+4y =5
2x -4y =7 -3x+4y=5 gy=-10 h)y=-6
g)x=-10 h) x =-6 6x-y=0 2x -4y = 4.
x-y=0 -4x - 8y = 56.
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Dvije linearne jedunadzbe s dvije nepozunanice

Wev s Potrazi
23,

3. RijesSi sustave metodom supstitucije:

aAx+4=0 b)x-3=0
-3x+4y=16 2x-0.5y=2
cA)x+25=0 d)x—l=0
3
-3x+y=3.5 3x+2y=4
e)x+6=0 HNx-4=0
-3x+6y=16 4x -6y =12
gx+5=0 i x-10=0
10x + 5y =100 15x - 6y = 200.

Primjer 2. Zamijeni nepoznanicu

izrazom — koeficijent 1
RijeSi sustav:

2x+5y=19

3x+y=9

Rjesenje:

U ovom sustavu nemamo jednostavnu situaciju
kao u proSlom primjeru, zato najprije promotrimo
sustav i uo¢imo nepoznanicu s koeficijentom 1.

2x+5y=19
nepoznanicu s
3x+y=9

koeficijentom 1
Vidimo da uz y u drugoj jednadzbi imamo ko-
eficijent 1. Zato ¢emo odabrati taj y za supst-
ituciju. U drugoj jednadzbi y ostavimo na lijevoj
strani, a sve ostale ¢lanove prebacimo na desnu
stranu jednakosti. Cesto kazemo da smo: "Iz
druge jednadzbe izvukli y". Ne zaboravite pro-
mijeniti predznake kad izraze prebacujete na
drugu stranu!

W\eV sa, .
0(\) a!?@

Ako mijenjas stranu 3x+y=9

- mijenjaj predznak y=9-3x

U prvoj jednadzbi zamijenimo y sa (9 - 3x). Ne
zaboravite da ovdje y zamjenjujemo dvoclanim
izrazom, pa taj izraz obavezno stavljamo u za-
gradu!

2x+5y=19
2x+ 509 -3x) =19

4. RijeSi sustave metodom supstitucije:

ay-3=0 b)y+1=0
2x+y=1 -3x+2y=-3.5
oy-2.1=0 d)y+;=0
0.5x-y=3.1 3x-7y=1
e)y+7=0 ly-4=0
-7x + 6y =14 4x -6y =12
gy+1=0 ly-3=0
10x + 5y =100 9x - by = 21.

Dalje rjeSavamo kao line-
arnu jednadzbu s jednom
nepoznanicom x. Racuna-
mo izraz sa zagradom

2x+45-15x=19

Prebacujemo c¢lanove s
nepoznanicom lijevo, a
ostale desno.

2x-15x=19 - 45
Rac¢unamo izraze na lije-
voj i desnoj strani.
-13x=-26

Dijelimo s brojem uz ne-
poznanicu.
x=-26:(-13)

N

metoda supstitucije
2x+5y=19
3x+y=9

y=9-3x
S 5(9-;;<)=*9

2xX+45-15x=19

2Xx-15x=19 - 45
—]3X=—Z/
X=2

rjeSenje je (2,3)

S

x = 2. Dobili smo rjeSenje Za nepoznanicu x.

Dobiveno rjeSenje uvrStavamo u jednadzbu za y.

y=9-3x=9-3-2 =
RjesSenje je uredeni par (2,

Provjera:

3)

9-6 =3

Da bismo provjerili to¢nost rjeSenja u sustav

uvrStavamo umjesto x 2 i umjesto y 3.

2x+5y=19
3x+y=9
2-2+5-3=19
3:2+3=9
4+15=19

6+3=9

19=19

9=9

Dakle, rjeSenje je tocno.
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Z a

5. RijeSi sustave metodom supstitucije:
A x+y=8
2x-6y=28
b) x+2y=4
3x+4y=11
) 2x+y=-1
X-y=-2
d)2x+y=2
3x-4y=14
. RijeSi sustave metodom supstitucije:
a)4x-3y=0 b) 3x-5y=-28
X+ 5y=23 2x+y=3
A x-4y-4=0
3x-7y=7

d)7x+y-38=0
11x-4y-43=0

Primjer 3. Koeficijent —1

RijeSi sustav:

-X+5y=-14
-3x -2y=-8
Rjesenje:

Najprije promotrimo sustav i uo¢imo
nepoznanicu s koeficijentom -1.
\\ev s
AT .. .
< Potrazi nepoznanicu

s koeficijentom -1

-X +5y=-14

-3x -2y =-8

Vidimo da uz x u prvoj jednadzbi imamo
koeficijent -1. Zato ¢emo odabrati taj x za
supstituciju. U prvoj jednadzbi -x ostavimo na
lijevoj strani, a sve ostale ¢lanove prebacimo
na desnu stranu jednakosti.

-X +5y=-14

-14 - S5y

No, to joS nije dovoljno da bismo mogli

-X
napraviti zamjenu u drugoj jednadzbi. Jos
moramo cijelu jednadzbu podijeliti s -1, tako
da s lijeve strane piSe samo x. Podijeliti s -1

Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

daci

7. RijesSi sustave metodom supstitucije:
a)-6x-4y-14=0
X+5y-2=0
b) x+3y=11
2x-4y=-8
o) x+4y=21
3x-2y=7
d)x+2y=9
3x+4y=17
e)x+4y=14
-3x+2y=14
. Rijesi sustave metodom supstitucije:
a) -3x+2y=>5
-42x+y=5.2

b) x-0.2y=2
1
2x- —y=4.1
2)’

zapravo znaci svim ¢lanovima u jednadzbi
promijeniti predznak

-Xx =-14-5y/:(-1)

X =14 + 5y

U drugoj jednadzbi zamijenimo x s (14 + 5y).
Taj izraz obavezno stavljamo u zagradu!
-3x -2y =-8

-3(14 + 5y) - 2y =-8

Dalje rjeSavamo kao linearnu jednadzbu s
jednom nepoznanicom y.

-42 - 15y -2y =-8

-15y -2y =-8 + 42

-17y=34/:(-17)

y=-2

Dobili smo rjeSenje za nepoznanicu y.
Dobiveno rjeSenje uvrStavamo u jednadzbu za
X.

X =14 + 5y
x=14+5.-(-2)=14-10=4
RjeSenje je uredeni par (4, -2)

Provjerom utvrdimo da je rjeSenje tocno.
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Q@(\S 3‘17

j¢ linearne jednadzbe s dvije nepoznanice

Zadaci

9. Rijesi sustave metodom supstitucije:

a)2x-y=-5
3x+ 8y=2
b) 2x+ 3y =27
-x+2y=11
) -2x+4y=-6
3x-y=4
d)-x+5y=28
2x-3y=-2
e)3x-2y=-8
4x-y=-9
f)2x-3y=-2
-X+6y=2.5

Primjer 4. Zajednicki djelitelj svih
koeficijenata

RijeSi sustav:

3x-3y=6

2Xx+9y=-7

Rjesenje:

Najprije promotrimo sustav i uo¢imo nepozna-
hicu s koeficijentom koji je djelitelj ostalih
koeficijenata u jednadzbi. Imamo dva takva
Clana u prvoj jednadzbi: 3xi -3y.

%, PotraZi nepoznanicu  Odabrat cemo y iz

s koeficijentom koji ~ Prve jednadzbe.

je djelitelj ostalih

Qd\'\')eVsa% Podijeli cijelu 3x-3y=6
jednadzbu
i -3y=6-3x/:(-3)
s brojem uz

nepoznanicu

o 2xrly_]
3 6 2
2x-y=73
10. RijeSi sustave metodom supstitucije:

a)4x+3y=8
-8x+y=-2

b) 3x-2x=8
-x+4y=-1

1 3
4x- —y=1>
C) 4x 2y 3

x-y=1

d) dx—y=7

2 5
Zay=2
3 T3

Da bi nam s lijeve strane ostao samo y moramo
cijelu jednadzbu podijeliti s (-3).

y=-2+x

U drugoj jednadzbi y zamjenjujemo sa (-2 + x)

2x+9y=-7

2X+9(-2 + x)=-7

2x-18+9x=-7

2X+9x=-7+18

11x=11/:11

x=1

Dobiveno rjesSenje uvrStavamo u jednadzbu za y.

y=-2+x

y=-2+1=-1

RjeSenje je (1, -1)

Provjerom utvrdimo da je rjeSenje tocno.
Svaku jednadzbu mozemo podijeliti ili

pomnoziti brojem razlicitim od nule.
Pritom rjeSenja jednadzbe ostaju ista.
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Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

Zadaci

11. RijeSi sustave metodom supstitucije:

a)2x+3y=4
4x -4y =28
b)3x-2y=1
2xX-4y=-2
C)-2x+3y=38
2X+2y=2
d)3x+2y=5
2x-6y=18
e)7x-2y=5.5
3x+3y=-1.5

12. RijeSi sustave metodom supstitucije:

a)3x-2y=4 b) 5x-3y=4
3x+3y=9 2x-6y=0

c)-2x+3y=-10 d) 2x-4y=-7
-4x-2y=4 2x+2y=6.8

Primjer 5. Razlomci

RijeSi sustav

3x+4y=6
5x-6y=-28
Rjesenje:

U zadanom sustavu ne uocavamo nijedan od
prije spomenutih koeficijenata. Dakle, mozemo
odabrati bilo koju nepoznanicu - odaberemo x
iz druge jednadzbe.

5x-6y=-28
S5x=-28+6y/:5
(o 28,6,

5 5

U prvoj jednadzbi zamjenjujemo x sa

529
5 5 |

e)3x+3y=3 fl2x+y=2
2X+4y=2 3x -4y =14

g)4x-3y=0 h) x +y =20
X + 5y =23 2Xx + 5y =20

)Ix+7y=4 ) x-5y=-4
3x+y=16 -3X+7y=4

13. RijeSi sustave metodom supstitucije:
a) 3x-2y=-2
1
—Xx-2y=3
> y
b) l X-2y=3
2

1
— X+ 2y=-1
> y

-84 +18y +20y =30
18y +20y =30+ 84

38y=114/:38
==
Dobiveno rjeSenje uvrStavamo u jednadzbu za x.
(. 28,6,

5 5

28 6 28 18 10
X=——+—--3=X=-""+—=-—=-2

5 5 5 5 5

RjeSenje je uredeni par (-2, 3)

Provjerom utvrdimo da je rjeSenje tocno.
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14. RijeSi sustave metodom supstitucije:

a) 2x+3y="5
5x-6y=-28

b) -7x+ 4y=-19
3x-2y=28

0 3x-2y=-1
6x+7y=-13

d) -3x+12y=52.5
6x-6y=-33

e)5x+7y=9
-4x-3y=-2

f)3x+2y=7
-7x+ 2y =-23

15. RijeSi sustave metodom supstitucije:

a)5x-4y+11=0
5x+2y=5

b)3x+4y-4=0
2x-4y-1=0

j¢ linearne jednadzbe s dvije nepoznanice

Zadaci

16.

d) 1.5x-2y=-1
5 2
—x-=-y-1=0
2X73Y
3 1
“x+=-y-2=0
e)4x 2y
1 5
—x-=y-3=0
56

RijesSi sustave metodom supstitucije:

a) 2(x-3)-3Ry+4)=0
4(x-1)-(y+2)=-14

b) 2(x-2) + 4(y-1) =-2
“2(x+1) -2(y+3)=-12

o) -(x+3)-2(y-1)=-5
5(x-3)+(2y-3)-22=0

d)32x-1)-2(y+1)=-4
4(x+2) - By-1)=38

e)2(x-Y-Bx+y)+9=2
3x -2x+4y)-5=-12

Vi
J ezbailicda
Rijesi sustave metodom supstitucije
1. x=3
4x+2y=19
2. y=-4
3x-2y=-14
3. x=-3

2X_x+_y=3
2

. 1

L y=—

2
3x-2y=2

5. 2x+y=3
-3x+2y=-1

6. x-3y=5
2X+2y=2

3x+y) -2(x-y) =6
2x- ) +3(x+y)=6

Zsvl =l
3 2
x+1 2y-1 2
2 3 3
x+3 2y+1 6
2 5 5
2x—1 y+1_ 3
4 2 4
x+1 y-1_17
2 3 6
FHINy S
6 8
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Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

1. 2x+3_3y+2_§

5 6 30 g o2ts v 19
x=7 2y | 4 3 4
1 3 5x—1_y+1_3
6 32
12. x+2 zli 16. R x_yZLI
7 7 3 2 6
x—-2 2y+1_ 3 x-y x+y_ 1
3 4 3 2 2
x—y 2x—-y 1
_ 17 + =—
Tl Y 5 33
4 6 3 2x-y x+y_ 1
2x-1_3y+2 _ .7 3 515
5 4 20
x+3 y-2 1 18 x+2y—x+—y: !
14. 2 5 10 3 4 12
x=1 3p+1_5 2x-y x=1_,
6 § 3 2 3

&.4. Metoda suprotnih koeficijenata

Zbroj dva broja je 10, a njihova razlika 2. Koji su to brojevi?

suprotni brojevi
-4i4
Metoda suprotnih koeficijenata zasniva se na cinjenici da je zbroj suprotnih 12i-12
brojeva jednak 0. To znaci da je: ai-a
-2+2=0 Y L= )

5+(5=0isl

Da bi se pri rjeSavanju sustava mogla primijeniti ta metoda, potrebno je uociti u
sustavu par suprotnih koeficijenata uz istu nepoznanicu, a ako ih nema, onda
treba pomnoziti jednadzbe da bi se dobili suprotni koeficijenti.

Da bismo sustav mogli rjeSavati ovom metodom on mora biti zapisan u standar-
dnom obliku!
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Dvije linearne jedunadzbe s dvije nepozunanice

\

A}

Primjerl. Postoje suprotni

koeficijenti
RijesSi sustav:
S5x-4y=-17
7x+4y=>5

Rjesenje:

Promotrimo sustav i uo¢imo suprotne koefici-
jente uz nepoznanicu y.

Sx-4y=-17

7x+4y =5

S5x-4y=-17

/7X+4y =5

Zbrajamo posebno:

- Clanove sa x - njihov zbroj je 12x;

- Clanove sa y - njihov zbroj je O jer se radi o
zbroju suprotnih brojeva pa nepoznanica y
nestaje;

- brojeve zdesna - njihov zbroj je - 12.

S5x -4y =-17

7x+4y =5 }

12x=-12

Nakon zbrajanja preostala nam je samo nepoz-
nanica x. Dobivenu jednadzbu podijelimo s 12 i

dobivamo:

12x=-12/:12
X =-1

RjeSenje za nepoznanicu x je -1. Dobiveno
rjeSenje uvrStavamo u jednu od pocetnih jed-
nadzbi - odabrat ¢emo drugu jednadzbu.

7-(C1)+4y=5

Nakonuvrstavanjadobivamolinearnujednadzbu
s jednom nepoznanicom koju rjeSavamo na
uobicajen nacin.

-7+4y=5

4y=5+7

4y=12/:4

y=3

RjesSenje je uredeni par (-1, 3).

Provjera:

S5x-4y=-17

7Xx+4y=5

5-(-1)-4-3=-17

7-G-1)+4.-3=5

-17=-17/

5=5

Dakle rjesenje je toc¢no.

Zadaci

1. Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata:

a)3x+2y=5
-4x-2y=-6

C 6x+y=-11
-3x-y=5

e)6x-2y=-4
-6x-3y=-6

2. Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata:

a)7x+3y=28
-7x-4y=-6

) 4x-5y=-7
-3x+5y =9

b) -5x+ 7y=-8
S5x-4y=11

d) 12x - 3y =-27
4x+3y=-5

f)-3x-3y=0
3x-12y=-15

b) 3x+ 3y=3
2x-3y=-8

3. RijesSi sustave metodom suprotnih koeficijenata:

a) 5x-4y=-5
-S5x+7y=5
b)3x-2y=-6
4x+2y=6
C)2x+5y=1
4x -5y =1
4. Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata:
a) 5x+6y=2.8 b) 2x-3y=1
-5x-2y=-1.6 5x+3y=6
C) 2x+by=-7.4 d) 2x +3y =8
6x-6y=-10.2 2x+4y =6
e)3x+2y=7 f) 4x - 5y =-2
3x+4y=5 3x + 5y =16.
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Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

Primjer 2. MnoZenje jedne
jednadzbe
RijeSi sustav:
2x+3y=-10
4x+5y=-16

Rjesenje:
Primjec¢ujemo da u ovom sustavu nema suprot-
nih koeficijenata, no ima jedan par koeficijenata

kod kojeg je jedan koeficijent visSekratnik od
drugog - koeficijenti uz x.

2x+3y=-10
4x+5y=-16

Da bismo dobili suprotne koeficijente uz nepo-
znanicu X, postojece koeficijente trebamo
proSiriti na najmanji zajednicki viSekratnik. NZV
(2, 4) = 4. Dakle, prvu jednadzbu trebamo
pomnoziti sa (-2), a drugu ¢emo prepisati.

2x+3y=-10/ - (-2)

4x+ 5y =-16
—4x -6y =20
4x+5y=-16 *

Imamo suprotne koeficijente uz x pa jednadzbe
mozemo zbrojiti.

-ly=4/:(-1)

y=-4

Dobiveno rjeSenje uvrstimo u jednu od pocetnih
jednadzbi.

2x+3y=-10

2x+3 - (-4)=-10

2x-12=-10

2x=-10+12

2x=2/:2

Xx=1

RjeSenje je uredeni par ( 1, -4).

Provjerom utvrdimo da je rjeSenje tocno.

Zadaci

5. RijeSi sustave metodom suprotnih koeficijenata:

a) 4x-2y =20
-8x-3y=-68
b) 5x+ 4y =-2
3x+2y=0
c)-10x+ 5y =15
2x-2y=-4
d) 12x-3y=-27
4x-7y=-15
e)-3x-3y=0
4x-12y=-16
f)S5x+y=14
-3x+y=-10
6. RijesSi sustave metodom suprotnih koeficijenata:
a)2x+2y=3 b) 3x-2y=2
4x -3y =-5 7X+ 6y=26
Q) 2x+3y=4
4x -4y =28

7. RijeSi sustave metodom suprotnih koeficijenata:
a)3x+2y=>5
2x -6y =18
b) -2x+ 3y=-10
-4x-2y=4
) -7x+4y=-19
3x-2y=28

8. Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata:

a)3x+6y=>5 b) x-y=1.8
-9x-3y=-5 5x+7y=12.6
c) 1.2x-3.4y=-1 d) 2x +5y=9
12x+ 5y =29 -4x + 3y =-5
e)3x+2y=38 f) 5x - 6y = -1
-6x + 3y =-9 4x + 6y = 10.
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Primjer 2.
MnoZenje obiju jednadzbi

RijeSi sustav:

5x+6y=>5
7xX+9y=7
Rjesenje:

Primjecujemo da u ovom sustavu nema suprot-
nih koeficijenata, a nema nijednog para koefici-
jenata kod kojeg je jedan koeficijent viSekratnik
od drugog. U takvu slucaju odabiremo jednu
nepoznanicu, odredujemo najmanji zajednicki
viSekratnik te mnozimo obje jednadzbe.

5x+ 6y=>5
7Xx+9y=7

Odabiremo nepoznanicu y. NZV (6, 9) = 18. To
znaci da prvu jednadzbu trebamo mnoziti s 3, a
drugu s 2. Bududi da oba koeficijenta imaju jed-
nak predznak, potrebno je jednu jednadzbu po-
mnoziti s negativnim brojem

ije linearne jednadibe s dvije wepoznanice

5x+6y=5/-(-3)

7X+9y=7 /-2

-15x-18y =-15
M¥x+18y =14

Imamo suprotne koeficijente uz y pa jednadzbe
mozemo zbrojiti.

-Ix=-1/:(1)
x=1

Dobiveno rjeSenje uvrstimo u jednu od pocetnih

jednadzbi.
5x+ 6y=>5
5-1+6y=5
5+6y=5
6y=5-5
6y=0/:6
y=20

RjeSenje je uredeni par (1, 0).

Provjerom utvrdimo da je rjeSenje tocno.

Zadaci

9. Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata:

a)2x+3y=28
3x -2y =-1
b) 4x -5y =1
2x+ 3y=-5
Q) 2x-7y=-3
3x+5y=11
d)3x-2y=3
2x-3y=-3
10. Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata:
a) 2x -3y =-14
5x +2y=13
b) 6x+ 7y=5
S5x-y=11
) 3x-5y=-22
4x+2y=14
d)5x-3y=9
3x+4y=-12

11. RijeSi sustave metodom suprotnih koeficijenata:
a)5x-4y+11 =0 b) 1.5x - 2y = -1

5 2
2X73Y
3 1 4 4
= —y-2=0 d) — 2y =——
C) 4x+2y ) 3x+ y 3
1 5 1
—x-=y-3=0 Ty
3 6V 7x 2y_7

12. RijesSi sustave metodom suprotnih koeficijenata:
a) 3x + 2y = 1.1
-2x +3y=5.5
b) 1.3x-y=0.73
X+ 2.4y=6.9
c)2.3x+3y=1
-4x-2.7y=0.9
d) 2.4x-0.6y=1.5
1.8x+ 1.8y=1.5
13. RijeSi sustave iz 13. zadatka poglavlja "Metoda
supstitucije” metodom suprotnih koeficijenata.
Jesi li dobio (dobila) ista rjeSenja? Kojom si
metodom prije doSao do rjeSenja?




14. RijeSi sustave metodom suprotnih koeficijenata:

12

Ix+cy_2_0
A 3XT3V %
T
5 4
bl 2 ity i

) 3X=3Y 3,

0.2x+4y =——

/=795

C) lx_iy+l—
2572773

3

—x-0.6y =—=

5 =73

Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

15. RijeSi sustave metodom kojom Zzelis.

a) 2(x+1)-3(y-2)=13
4(x+2)-2(y -1)=16

b) -(x+ 2) + (y- 3) =-2x
22x+1)-3(y+3)=y-3

Q) -3x+2y)-2(x-y)=-5+7y
2(x+3y) -4(x-2)=6(1 +y)

d)3x-y)-2x+y)=3x+1
X+ 2y-3(x-2y) =-6x

VJeibalica

Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata

1.

2x-3y=5
x+3y=1

. 12x+ 5y=7

4x-3y=7

. 3x+2y=-5

4x-3y=-1

. 22x-1)-3(y+2)=-8

3(x-2)-2(y-1)=-4
x+2_y-1__2

5 3 3
x=1 y+1_5
4 2 4
x+5_y=2_9
3 2 2
x—4 y+l__ 7
4 2 4
2(x+2) y-1_1
3 2 3

x+y x—y _11

x+5 2p+3) _11

2 4 2
2x+3 y+1_ 11
4 3 12
LIl AIP
3
x+2 y+1 2
3 6 3
x=3 2x+1) 9
2 5 5
x+y_3(x+y):_1
2 4
2x+1_)c—y:1
3 2

3 2 6
x—y+x+y:_l

3 2 2
x—y+2x—y:l

5 3 3
2x—y x+y_ 1

3 5 15
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14 x+2y x+y 1 s x+y x—y 5
-3 4 12 -4 2 2
2x-y x-1_, 2x+1_y-3_,
2 3 3 2
] (] ] ] 0 v ]
&.5. Primjena sustava linearnih jednadzbi
Maja i njezina mama zajedno imaju 48 godina. Koliko godina ima mama, a ko-
liko Maja ako je mama tri puta starija od Maje?
Poznavanje nacina rjeSavanja sustava uvelike nam moZe olak3ati rjeSavanje
razlic¢itih problemskih zadataka. Najvaznije je dobro procitati zadatak i pazljivo
ga zapisati u obliku jednadzbi. Daljnje rjeSavanje najcesce nije komplicirano.
Primjer 1. Problemski zadatak 5. Rijesi sustav.
. . . : . X+y=28
U uredu radi 28 zaposlenika. MusSkaraca ima tri
N . coliko 3 di 3x+y=0/-(=1)
puta vise |'1ego ztena. oli o. Zzena radi u tom X+y=28
uredu? Koliko muskaraca radi u tom uredu? 3x—y =0 +
e v . 4x=28/:4
Rjesenje: 7
Postupak rjeSavanja problemskih zadataka isti y =3x
je kao i kod rjeSavanja zadataka s linearnom y=3-7=21
jEdnadibom. Rje§enje _je (7, 2])
1. Procitaj zadatak. 6. Provjeri rezultat.
2. Odredi pitanje. X+y=28
Oznacimo sa x broj muskaraca, a sa y y=3x
broj Zena u tom uredu. 7+21 =28
3. Odredi koji su podaci zadani. 21=3-7
Ukupno ima 28 zaposlenika 28 =28V

21 =21y
RjesSenje je to¢no.
7. NapisSi odgovor rijec¢ima.
U uredu radi 7 Zena i 21 muskarac.

Muskaraca ima tri puta viSe nego Zena
4. NapisSi jednadzbe
X+y=28; y=3x
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Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

Zadaci

—

. U Skoli radi dvostruko viSe uciteljica nego
ucitelja. Koliko uciteljica radi u toj Skoli ako je
ukupno zaposleno 30 ucitelja i uciteljica?

2. Tijekom ljeta Matija je radio pet puta visSe dana

nego Luka. Obojica su ukupno radila 72 dana.

Koliko je dana radio svaki?

3. Cijeli kamion ima masu 5.5 t. Masa karoserije
kamiona je Cetiri puta veca od mase njegova
motora. Kolika je masa motora? Kolika je masa
karoserije kamiona?

4. Lukina mama je Cetiri puta starija od Luke. Mama
i Luka zajedno imaju 60 godina. Koliko godina
ima mama, a koliko Luka?

5. Lucija je napravila 9 cestitaka viSe nego Luka.
Zajedno su napravili 75 Cestitaka. Koliko je
napravio svaki od njih?

6. Dva odijela stoje 780.55 kn. Jedno odijelo stoji
120.11 kn viSe nego drugo. Koliko koSta svako
od tih odijela?

7. Matija ima 12.5 kg viSe nego Lucija. Zajedno su
teSki 114 kg. Koliko kilograma ima svaki od njih?

8. Ana ima 16 knjiga manje nego Maja. Zajedno
imaju 150 knjiga. Koliko knjiga ima Ana, a koliko
Maja?

9. Luka i Matija zajedno su teski 170 kg. Matijina
tezina je za 40 kg manja od dvostruke Lukine
tezine. Koliko je tezak svaki djecak?

10. Lucija i Ana zajedno su ustedjele 732.56 kn. 23
Ana je uStedjela 50.24 kn viSe od trostrukog
iznosa Lucijine uStedevine. Koliko je ustedjela
svaka djevojcica?

11. Stolar je prerezao dasku koja je dugacka 15 m

na dva dijela. Jedan je komad 2 m kraci od

Cetverostruke duljine drugog komada. Koliko je

dugacak svaki komad daske?

12. U 7.arazredu ima 27 ucenika. Djevojc¢ica ima
za 5 manje nego djecaka. Koliko je djevojcica, a
koliko dje¢aka u tom razredu?

13.0pseg pravokutnika je 120 cm. Duljina jedne

stranice pet je puta veca od duljine druge
stranice. Kolike su duljine stranica? Kolika je

povrsSina toga pravokutnika?

14. Duljina jedne stranice pravokutnika je 5 cm veca

20.

21.

22.

24.

25.

26.

27.

od druge. Opseg pravokutnika je 25 cm. Kolike
su duljine njegovih stranica?

. Duljina jedne stranice pravokutnika je 5 cm

manja od druge. Opseg pravokutnika je 21 cm.
Kolike su duljine njegovih stranica?

. Duljina jedne stranice pravokutnika je 5 puta

manja od druge. Opseg pravokutnika je 24 cm.
Kolike su duljine njegovih stranica?

. U jednakokra¢nom trokutu kut nasuprot

osnhovice dvostruko je veci od kuta uz osnovicu.
Koliki su unutarnji kutovi toga trokuta?

. Opseg jednakokra¢nog trokuta je 39 cm. Kolika

je duljina kraka ako je duljina osnovice za 9 cm
dulja od kraka?

. Tijekom ljeta Luka je radio Cetiri puta viSe dana

nego Ana. Ukupno su radili 25 dana. Koliko je
dana radio svaki od njih?

Lukina baka je Sest puta starija od njega. Baka
i Luka zajedno imaju 77 godine. Koliko godina
ima svatko od njih?

Dva para cipela stoje 680.98 kn. Jedan par stoji
99.12 kn vise nego drugi. Koliko stoji svaki par
cipela?

Lucija i Ana su zajedno usStedjele 632.50

kn. Ana je uStedjela 35.50 kn viSe od
Cetverostrukog iznosa Lucijine uStedevine.
Koliko je uStedjela svaka djevojcica?

. U 8.arazredu ima 28 ucenika. Djevojcica ima

za 2 manje nego djecaka. Koliko je djevojcica, a
koliko djecaka u tom razredu?

Na nekom natjecanju iz matematike bilo je
deset zadataka. Za svaki to€no rijeSen zadatak
ucCenik dobiva 10 bodova. Za svaki neto¢no
rijeSen ili nerijeSen zadatak gubi 5 bodova. Ako
je ucenik dobio 40 bodova, koliko je zadataka
tocno rijesio?

Brat i sestra zajedno su ustedjeli 4326 kn.
Koliko je ustedio svaki od njih, ako je sestrina
ustedevina pet puta veca od bratove?

Zbroj dvaju brojeva je 130. Ako veci broj
podijelimo s manjim, dobit ¢emo koli¢nik 2 i
ostatak 28. Koji su to brojevi?

Kolika je povrsina pravokutnika ciji je opseg

117



30 dm ako je duljina krace stranice 2 puta
manja od duljine vece stranice?

. Sanduk s jabukama ima masu 85 kg. Same
jabuke imaju masu za 65 kg vecu od sanduka.
Koliku masu ima sanduk, a koliku jabuke?

. Zbroj dvaju brojeva je 22, a njihova razlika 8.
koji su to brojevi?

. Lukai Mgtija zajedno imaju 280 kn. Kad Luka
potroSi = svojeg novca, a Matija = svojeg imat
¢e jednako. Koliko je novaca imao svaki djec¢ak?

. Zbroj dvaju brojeva iznosi 37.29. Jedan broj veci
je od drugog 2.3 puta. Koji su to brojevi?

. Razlika dvaju brojeva jednaka je 6.1. Jedan od
brojeva manji je od drugog 1.5. puta. Koji su to
brojevi?

. Zbroj znamenki dvoznamenkastog broja jednak
je 12. Ako znamenke zamijene mjesta, dobiva
se broj veci za 18. Koji je to broj?

. Zbroj znamenki dvoznamenkastog broja
jednak je 11. Ako tom broju dodamo 63,
dobit ¢emo dvoznamenkasti broj zapisan
istim znamenkama, ali obrnutog poretka od
polaznog. Koji je to broj?

. Broj desetica nekog dvoznamenkastog broja
upola je manji od broja jedinica. Ako tom broju
dodamo zbroj njegovih znamenaka, dobit ¢emo
broj 60. Koji je to broj?

. Nazivnik razlomka je za 5 vedi od brojnika. Ako
brojniku dodamo 14, a od nazivnika oduzmemo
1, dobit ¢emo razlomak recipro¢an zadanom.
Koji je to razlomak?

. Brojnik nekog razlomka je za 3 manji od
nazivnika. Dodamo li brojniku i nazivniku broj

5, dobit ¢emo razlomak % Koji je to razlomak?

. 6 vrecica Frutolina i 7 vre¢ica Cokolina zajedno
stoje 185.99 kn. 8 vrecica Frutolina i 8 vrecica
Cokolina zajedno stoje 212.56 kn. Koliko stoji
jedna vredica Frutolina, a koliko jedna vredica
Cokolina?

. 5.5 kg jabuka i 3.5 kg marelica treba platiti
69.50 kn . 7 kg jabuka i 7 kg marelica treba
platiti 119 kn. Kolika je cijena jednog kilograma
jabuka, a kolika jednog kilograma marelica?

40. Buket s pet ruza i Cetiri tulipana stoji 76.50 kn.

Buket sa sedam ruza i 5 tulipana stoji

ije linearne jednadibe s dvije wepoznanice

41.

42.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

5T1.

52.

100.50 kn. Kolika je cijena jedne ruze, a kolika
jednoga tulipana?

Koliko litara alkohola jakosti 60% treba
pomijesati s alkoholom jakosti 30% da se dobije
60 litara jakosti 50%?

Djed je 50 godina stariji od svoje unuke. Prije

5 godina djed je bio 6 puta stariji od unuke.
Koliko godina ima unuka, a koliko djed?

. U dvije kutijice nalaze se bomboni. U prvoj je

kutijici 8 bombona manje nego u drugoj. Ako iz
prve kutijice premjestimo 4 bombona u drugu,
u drugoj ¢e ih biti dvostruko viSe nego u prvoj.
Koliko je bombona bilo u svakoj kutijici?
Luka je ra¢un za mobitel u prosincu i sije¢nju
platio 270 kn. Koliki je bio sije¢anjski racun ako
znamo da je za 20% manji od prosinackog?

Ana je za proslavu rodendana kupila 5 boca
soka i 4 pizze, Sto je platila 180 kn. Da je kupila
2 soka visSe i 3 pizze vise, platila bi 294 kn.
Kolika je cijena jedne pizze i jednoga soka?
Maja zadaje zadatak Luki: "Zamislila sam dva
broja. Prvi je za 3 manji od drugoga. Kad se prvi
pomnozi s 4 pa od umnoska oduzme 18, dobije
se drugi broj." Koje je brojeve Maja zamislila?

U tvornici radi 4158 muskaraca i Zena. Broj Zzena
je 65% broja muskaraca. Koliko Zena radi u toj
tvornici?

RijeCni parobrod treba za 60 km dugacak put
uzvodno 4 sata i 10 min, a nizvodno 2 sata 40
min. Kolika je brzina parobroda, a kolika rijeke?

Dvije zgrade zajedno imaju 28 prozora. Na
prvoj je 4 prozora manje nego na drugoj. Koliko
prozora ima svaka zgrada posebno?

U dvije omotnice je 3016 kn. Ako se iz svake
omotnice izvadi 248 kn u prvoj ce biti 9 puta
viSe novca nego u drugoj. Koliko je bilo novca u
svakoj omotnici?

Na pilani je bilo 70 stalnih i povremenih
radnika. Sljedece godine broj stalnih radnika
povecao se tri puta, a povremenih dva puta.
Tada je na pilani bilo 165 radnika. Koliko je
bilo stalnih, a koliko povremenih radnika na
pocetku?

U dvije prostorije je 18 ljudi. Prijede li iz jedne
prostorije u drugu njih troje, onda je drustvo




53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

raspolovljeno. Koliko je ljudi bilo na pocetku u
svakoj prostoriji?

U cirkusu je prodano 225 skupljih karata i 456
jeftinijih karata. Zaradeno je 34 020 kn. Koliko
je stajala skuplja, a koliko jeftinija karta ako je
cijena skuplje karte za 15 kn veca od cijene
jeftinije karte?

Skola je kupila ukupno 150 kg 3pinata i
krumpira. Koliko je bilo Spinata, a koliko
krumpira ako je cijena 1 kg Spinata 13 kn, 1
kg krumpira 16 kn, a cijeli je racun iznosio
2319kn?

Koliko treba uzeti 30-postotnog alkohola, a
koliko 40-postotnog alkohola da bi se dobilo 20
litara 35-postotnog alkohola?

Koliko treba uzeti 60-postotnog alkohola, a
koliko 20-postotnog alkohola da bi se dobilo 40
litara 58-postotnog alkohola?

Koliko treba uzeti 20-postotne kiseline, a koliko
40-postotne kiseline da bi se dobilo 30 litara
27-postotne kiseline?

Koliko treba uzeti 25-postotnog srebra, a koliko
35-postotnog srebra da bi se dobilo 300 grama
32-postotnog srebra?

Dva majstora dijele zaradu u omjeru 3 : 5.
Koliko je dobio svaki ako racun iznosi 2568 kn?

Rastavi 12789 na dva pribrojnika ciji je omjer
1:8.

Da bi se dobila neka slitina treba pomijesati dva

metala u omjeru 5 : 12. Koliko pojedinog metala

treba za 170 kg te slitine?

RijeSi sustave

2x+3
aX+7 y-7_, 3y T =x-6
4 6
x+3_y—10=o 3x—2y:3y+2x+2
12 9 & e
) 3x-y)=5(x+3)-13
22x -3y —10) =5 +2)
Rijesi sustave
d) x—2y_X=y+2 0 3(8X+y)=x—3(3—x)
3 2 16
XtV o5V 9, Y=X_19
3 T2 2 2

Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

f 0.5x- Y% =o.3x—”T"4
O_Sy_x_4 =7_y_x_—3
6 12 3

64. RijeSi sustave
y Xty
) —-—>=0.1
92775
Y_XZ¥ _o1
5 2
h) _+£=l
5 6 2
5+x-3y
7

1-x

=x-y+1

i) x—%(Zy—1)+2.5=0

X-y
Sl A
Y=
65. =2 =4
4
x+4y_l
5 3
py=6F5x_ 8
4y-7 10
2y+10 _,
3x-2
c)—6)c+5y=2
8
—2x—y:_4
3
66. 52X 8-V _,
3 2
7+2y_3+5x_O
5 6
2 _

b x+6+ 5+y:5
10 4
x+5_y—8_
2 3

2 3
x+y_11:—x+y
3 4
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Dvije linearne jedunadzbe s dvije nepozunanice

\

A}

6.6. Ponavljanje

Pitanja za ponavljanje:

1. Navedi primjer neke linearne jednadzbe s
jednom nepoznanicom.

2. Navedi primjer neke linearne jednadzbe s
dvije nepoznanice.

3. Navedi primjer nekoga sustava dviju linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice.

4. Sto je rjedenje dviju linearnih jednadzbi s
dvije nepoznanice?

5. Procitaj koeficijente uz x u ovom sustavu:
2X+2y=-6;3x+7y=-17

6. Procitaj koeficijente uz y u ovom sustavu:

Zadaci z a

1. Nacrtaj rjeSenja ovih sustava u koordinatnom
sustavu u ravnini, spoji ih i dobit ¢es jedan lik.
A2x+2y=-6;3x+7y=-17;

4x -8y =-20;-3x - 5y=-7

. OpisSi metodu supstitucije.
. Opisi metodu suprotnih koeficijenata.

. Koju bi metodu upotrijebio za rjeSavanje

ovoga sustava i zasto?
4x+y=10
2x-3y=-9

10. Koju bi metodu upotrijebio za rjeSavanje

ovoga sustava i zasto?
3x-3y=9
4x+3y=-2

ponavljanje:

F3x+2y-4x -9=5-2y;5y-4x=23;
Gy+x=5;x-y=-1;

. Provjeri je li zadani uredeni par rjeSenje sustava:

B3x-5y=13;4x+8y=-12; a) (2, -2);
C3x-6y=3;-2x+7y=-2; 2x+ 3y=-2
D 10x-5y=40; -3x+2y=-12; 3x-3y=10;
Ex+3y=7;4x-3y=-2; b) (0, -1);
F5x-4y=7;4x-2y=28§; xX+y=-1
Gbx-y=2;x+7y=29; X-2y=2;
H4x+2y=16; -3x+ 9y = 30; o (3, -3);
IxX+y=6;x+2y=12, 3x+4y=-3
J-9x+ 3y=30; 6x-4y=-28; X_ly=4;
K 7x- 14y =-63; 2x - 5y = -22; =N
Lx-3y=-9;4x+2y=-8; d)(}'_”‘]

M 4x - 8y =-20; -3x- 5y =-7; —x+§y=]]
N -10x+ 5y =40; 2x+ 2y =-§; X-y=2.

P-11x+2y=11;3x-y=-3;

2. Nacrtaj rjeSenja ovih sustava u koordinatnom a) (l,i);
sustavu u ravnini, spoji ih i dobit ¢es jedan lik. x2— 3= 1
Alx+ly=—2;x+y=—5; ]4

=2 X+y=—;
B0.2x+ 0.3y=-0.7; 1.3x+ 2.2y =-5.3; 4
1 1 1
C-x+2y=7:2x+—y=11; b) (0.2, -=);
5% 3/ 2
55 e lx_gyz_i; 2x+2y=>5
2 3 6 -x+ 3y =-0.5

E2(x-3)+y=-5;3x-2(y+ 2) =-20;




Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

2x-y=3;
5 -3y=
0 (-2, ); €) 2= g7= 9
6 -4x + y = -5;
lx+6 —4l
3TV d) 6x+y=15
X+2y=_l; 3X+2y=18,
d) (_g _l)_ 9. Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata
37 37 a)x-4y+22=0
3x+3y=-3 6 7
2x-y=1. §x+§y—]7=0,

b) 0.6x-y+3=0

5. RijeSi metodom supstitucije
6x-3.5y-9=0;

a)2x=0

4x+6y=12 c)§x+%y=1
b)2y-12=0 7x-7y=0;
lx+ly—4 2
27 37 d) Sx-y=-6
AOx+y=38 3
Py Zx+2y:12,
d)3x-y=38 10. RijeSi sustave metodom suprotnih koeficijenata
4x + 6y =40 a)x+1.5y-1=0

6. Rije$i metodom supstitucije 0.6x+y-0.4=0;

a) 2.5x+2y=-4 b) 8x-13.5y=10
-5x-6y=7, X - 3.6y =-6.4;
b)1.5x—1.5y=51 Q) %x+20y:95
-2x+3y=--; 8
3 —Xx -25y=17;
c)zx+1y=3 =
3 d) 2x+3—y=1l
3x-2y=-19; 2 2
2 1 RS VRS
d) §X— §y=] 3 3l
3x-2y=-19; 11. RijeSi sustave metodom po zelji
7. Rijesi metodom supstitucije a)i2x =3y =3
2x-3 3 4x+ S5y =-1;
2! ]X_ =32 b)x+y=13
EX_4V=]? 2x-y=12.5;
b) 2x-3y=9.5 o dx= 7y
0.2 2y =1—; >
EXTey= T3, 3x+0.5y-2 = -y,

d)2Bx+y)+2-3(x+5y) =-9

) X+ E y-10=0
2 3(x-7y) + 33 -2(5x -9y) = -8;

6x-2y-16=0;
5 1 15 12. Svedi sustave na standardni oblik i rijesi
d) XYYV =4 metodom kojom brze dobijes rjedenje
1ee2,29. a)x+2y=8-y
2" 6" 2’ 2x - 4y =6;
8. Rijesi sustave metodom suprotnih koeficijenata by x:y=1:2
A x+y=13 5x-4y=-30;
X-y=-3 Ox:y=3:4
b) 2x+3y=7 x+1):(y-1)=2:5;
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Dvije linearne jedunadzbe s dvije nepozunanice

\

A}

d) %—y =2 22. Tijekom ljeta Ana je radila 8 puta viSe dana
S5y 2x nego Luka. Ukupno su radili 27 dana. Koliko
=l = = : dana je radio svatko od njih?
2 2 23. Na nekom natjecanju iz matematike bilo je 25
e)x -(y-sy-5=-35x o .
3 3 zadataka. Za svaki to¢no rijeSeni zadatak ucenik
4x-3Qy-x =3 -6 -4y, dobiva 10 bodova. Za svaki neto¢no rijesen ili
f ﬁ+Z_ _0 nerijeSen zadatak gubi 5 boda. Ako je ucenik
4 2 dobio 130 bodova, koliko zadataka je tocno
L_Zzo; rijeSio?
12 6

24. Brat i sestra zajedno su ustedjeli 750 kn.

g) 3@x +y) - 8 = 2(x + 3y) Koliko je ustedio svaki od njih, ako je sestrina

2x-y+1)-18=-32x+3y);

h) %(Zx -y - é(x+y)= —% 25. Sanduk s jabukama ima masu 10.7 kg. Same
X+2y=14; jabuke imaju masu za 8.3 kg vecu od sanduka.

usStedevina peterostruko veca od bratove?

Koliku masu ima sanduk, a koliku jabuke?
13. Ako prvi ¢lan nekog omjera uvecamo, a drugi

. . . . 26. Zbroj znamenki dvoznamenkastog broja jednak
¢lan tog omjera umanjimo za 4, vrijednost

. . , je 10. Ak k ij j i
omjera biti ¢e 7. A ako prvi ¢lan uvecamo za 5, ie 10 © AL L IENG (6 ClEEEL 63

a drugi za 3, vrijednost tog omjera ce biti 1.
Koji je prvi, a koji drugi ¢lan tog omjera? 27. Zbroj znamenki dvoznamenkastog broja jednak

broj veci za 18. Koji je to broj?

14. U razredu od 32 ucenika je trostruko vise 0z e i Bl D LGl

djecaka nego djevojcica. Koliko je djecaka, a
koliko djevojéica u tom razredu? 28. Zbroj znamenki dvoznamenkastog broja jednak
je 9. Ako znamenke zamijene mjesta dobiva se

broj veci za 27. Koji je to broj?

15. Vrecica od 10 dag susSenih smokava kosta

14 kn. Sama vrecica je za 10.5 kn jeftinija od
smokava. Koliko kogtaju smokve bez vrecice? 29. Ako brojnik i nazivnik nekog razlomka uve¢amo

broj manji za 63. Koji je to broj?

L 7 .
16. Anaima 12 knjiga manje nego Maja. Zajedno za 4, dobit cemo g ako brojnik tog razlomka

imaju 224 knjige. Koliko knjiga ima Ana, a uvecamo dvostruko, a nazivnik umanjimo za 3
koliko Maja? dobit ¢emo 6. Koji je to razlomak?

17. Majina mama je 4 puta starija od Maje, a za 22 30. Omjer dva broja je 5 : 6. Ako prvi uvecamo za
godine e biti dvostruko starija. Koliko godina 4, a drugi umanjimo za 1, omjer im je 9 : 5. Koji
imaju Majina mama i Maja sada? su to brojevi?

18. Lukin brati¢ je tri puta stariji od Lukine sestri¢ne. 31. Zbroj dva broja je 17. Ako ta dva broja
Za 4 godine ¢e biti dva puta stariji od nje. Koliko podijelimo dobijemo koli¢nik 2 i ostatak 2. Koji
godina imaju Lukini brati¢ i sestri¢na? su to brojevi?

19. Opseg pravokutnika je 26 cm. Duljina jedne 32. Razlika dva broja je 19. Ako ta dva broja
stranice je za 3 cm veca od duljine druge podijelimo dobijemo koli¢nik 3 i ostatak 3. Koji
stranice. Kolike su duljine stranica? Kolika je su to brojevi?
povrsina tog pravokutnika? 33. 3.6 kg kruSaka i 2.4 kg banana treba platiti

20. Opseg jednakokra¢nog trokuta je 16 cm, a 46.74 kn. 2.2 kg krusaka i 0.8 kg banana
osnovica se prema kraku odnosi kao 2 : 3. treba platiti 24.57 kn. Kolika je cijena jednog
Kolike su stranice trokuta? kilograma krusSaka, a kolika jednog kilograma

?

21. U jednakokra¢nom trokutu je kut nasuprot banana?
osnovice i kut uz osnovicu odnose se kao 2 : 5. 34. U tvornici radi 45 muskaraca i Zena. Broj Zena i
Koliki su unutarnji kutovi tog trokuta? broja muskaraca su u omjeru 2 : 3. Koliko zena

radi u toj tvornici?
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Dvije linearne jedwadzbe s dvije nepozunanice

35. Luka je racun za mobitel u prosincu i sije¢nju
platio 175 kn. Koliki je bio sijec¢anjski ra¢un, ako
znamo da je za 25% manji od prosinackog?

36. Koliko treba uzeti 24-postotnog alkohola, a
koliko 63-postotnog alkohola da bi se dobilo 15
litara 50-postotnog alkohola?

37. Koliko treba uzeti 32-postotnog srebra, a koliko
61-postotnog srebra da bi se dobilo 145 grama
42-postotnog srebra?

38

39.

40.

. Da bi se dobilo neku slitinu treba mijesati dva
metala u omjeru 7 : 9. Koliko kojeg metala treba
za 80 g te slitine?

Da bi se dobilo neku slitinu treba mijesati dva
metala u omjeru 11 : 19. Koliko kojeg metala
treba za 180 kg te slitine?

Stolar je prerezao dasku koja je dugacka 15.8 m
na dva dijela. Jedan komad je za 3.2 m kraci

od trostruke duljine drugog komada. Koliko je
dugacak svaki komad daske?

lgre

Zagonetni lik

Zajednicki nacrtajte neki lik u koordinatnoj
ravnini i odredite koordinate tocaka koje ga
odreduju. Smislite sustave Cija rjeSenja ce biti
bas te tocke. Igru moze igrati grupa ucenika.
Nakon zadavanja sustava grupe razmjenjuju za-
datke i rjeSavaju ih.

Primjerak
1. RijeSi metodom zamjene (supstitucije)
X+y=7
4x + 12y = 36.
2. RijeSi metodom suprotnih koeficijenata
-3x-5y=-1
3x-2y=28.

3. RijeSi sustave

a)3x+2y=11
5x+ 3y=19;
b) 2x-2y=16
Ax+ 7y =43.

4. Provjeri je li uredeni par (2, -1) rjeSenje sus-
tava

2x+3y=1

Slucajni sustav

Svaki ¢lan para smisli jednu linearnu jednadzbu

s dvije nepoznanice, pa zatim zajednicki rje-

Savaju dobiveni sustav. Igru mogu igrati parovi

ucenika. Nakon zadavanja parovi mogu medu-

SO

bno razmijeniti zadatke.

oglednog testa:

-7x - 8y = -6.

. Opseg pravokutnika je 28 cm, jedna strani-

ca je za 6 cm duza od druge. Kolike su
duljine stranica tog pravokutnika? lzraCunaj
njegovu povrsinu.

. Koliko treba uzeti 50-postotnog alkohola, a

koliko 30-postotnog alkohola da bi se do-
bilo 50 litara 38-postotnog alkohola?

. Luka je kupio 5 kg krumpira i 2.5 kg salate i

platio 47.5 kn. Maja je kupila 2 kg krumpira
i 4.5 kg salate i platila 47 kn. Kolika je ci-
jena 1 kg krumpira, a koliko 1 kg salate?

. Spomenik mase 2150 kg izraden je do

bronce koja je slitina bakra i kositra u omje-
ru 47 : 3. Kolika je masa svake kovine u
spomeniku?
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Vazni pojmovi padajuca funkcija
linearna funkcija pravac

vrijednost funkcije nagib pravca
graf linearne usporednost
funkcije pravaca
eksplicitni oblik presjek pravaca

jednadzbe pravca L
= € pravc sjeciste

nul-tock . L
ultocka koordinate sjecista

nagib pravca
rastuca funkcija

Linearna funkcija prva je funkcija s
kojom se susrecete. Funkcije u mate-
matici zauzimaju vazno mjesto.
Pomocu funkcija matematicari obja-
Snjavaju razne pojave iz prirode i
dogadanja u svakodnevnom Zivotu.
Poznavanje funkcija omogucava pre-
dvidanje promjena u svakodnevhom
Zivotu. U proucavanju raznih funkcija
vazno mjesto ima koordinatni sustav.
Prikazivanje funkcija u koordinatnom
sustavu omogucuje povezivanje bro-
jeva s grafickim prikazom.

Latinski /linea znaci pravac, a u ovoj
¢es cjelini i ti nauciti zasto je linearna
funkcija dobila bas takvo ime.

U ovom ces poglavlju, primjerice, nauciti:

- Sto je linearna funkcija

- Kako nazivamo koeficijente linearne funkcije i koje je

njihovo znacenje

- Nacrtati pravac
- Prepoznati usporedne pravce po njihovoj jednadzbi
- Kako odluciti koja je ponuda majstora, prijevoznika ili

telefonske kompanije povoljnija

- Kako bez rjeSavanja znati koji sustav dviju linearnih

jednadzbi s dvije nepoznanice ima rjesenje, a koji ga
nema

i Brzinski zadaci za
@g ponavljanje:
1. Sto je pravokutni koordinatni sustav u
ravnini i koji su njegovi dijelovi?
2. U koordinatnom sustavu ucrtaj toCke
A(1, 2), B(-2, 4), C(-3,-2) i D(3, -4).

3. Odredi u kojem se kvadrantu nalazi

pojedina tocka iz prethodnog zadatka.

4. Maja je u kasicu ubacivala kovanice od 5 kn.
Izracunaj koliko novca ima u kasici ako je u
njoj: 5, 10 ili 100 kovanica.

5. 1 kg krumpira treba platiti 2 kn. Koliko
treba platiti: 2, 3 i 4 kg krumpira?
Nacrtaj graficki prikaz te proporcionalnosti.
6. Rijesi linearne jednadzbe:

a)2x-4=0; b)-3x+9=0: 0 gx+2:0.
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9.1. Linearna funkcija

[Linaavrna J?uvxkcid'a i\\'eo\mao\iba pvravca

Biljeznice

Graficki prikaz pokazuje koliko treba platiti
za odredeni broj biljeZnica. Uz pomoc tog
grafickog prikaza odgovori na ova pitanja:
a) Koliko treba platiti za 3 biljeZnice?

b) Koliko treba platiti za 4 biljeZnice?

¢) Kolika je cijena jedne biljeznice?

d) Koliko biljeZnica se moZe kupiti za 3 kn?

broj biljeznica

Za opisivanje veza izmedu raznih veli¢ina matematicari upotrebljavaju funkcije.

Primjere funkcija upoznali ste kad ste ucili o proporcionalnim i obrnuto proporci-

onalnim veli¢inama, postotnom i kamatnom racunu. U matematici postoji puno

razlicitih funkcija, no njima se ne bave samo matematicari, nego i fizicari, ekolozi,

programeri i mnogi drugi stru¢njaci i znanstvenici. Upoznavanje s funkcijama po-

Cinjemo linearnom funkcijom, a ostale funkcije ucit cete u daljnjem Skolovanju.

Zadaci

1. Napisi nekoliko primjera vrijednosti obiju velic¢ina
za ove funkcije
a) Svakoj europskoj drzavi pridruzi njezin glavni grad;
b) Svakom uceniku 7. razreda pridruzi njegovu
ocjenu iz matematike na kraju 6.r;
c) Svakom prirodnom broju pridruzi dvostruko
veci broj;

d) Svakom prirodnom broju pridruzi njegov
umnozak sa samim sobom (tj. njegov kvadrat).
2. Smisli nekoliko primjera funkcija kao Sto suu 1.

zadatku

Primjer 1. Taksi prijevoz

Pocetna cijena voznje taksijem u Dubrovniku je
25 kn i joS 8 kn po kilometru voznje. Izracunaj

cijene vozZnje za =zadane udaljenosti od

dubrovacke zra¢ne luke Cilipi.
Udaljenost

Cijena

Cavtat
Vrata od Ploca

Luka Gruz
Lapad

3. 5 kg jabuka pla¢eno je 30 kn.
a) lzrac¢unaj koeficijent proporcionalnosti;
b) Zapisi vezu izmedu iznosa racuna i kupljene
koli¢ine jabuka;
c) Koliko treba platiti za 7 kg jabuka?

4. Neki posao 6 radnika moze zavrsiti za 10 dana.
a) lzrac¢unaj koeficijent obrnute
proporcionalnosti;

b) Zapisi vezu izmedu vremena trajanja posla i
broja radnika;
c) Za koliko dana taj posao moze zavrsiti 3 radnika?

Rjesenje:

Da bismo izracunali cijenu prijevoza, trebamo

broj kilometara pomnoziti s 8 i umnoSku dodati
25.

Udaljenost Cijena

Cavtat 7 km 8 -8+25=89kn

Vrata od Ploca [RIN <yl 10 - 8+ 25 =105 kn
Luka Gruz 18 km 8 -8+25=169kn
Lapad 21 km 21 - 8+25=193 kn
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Oznacimo li sa x udaljenost, a

Formula . .. .
S y cijenu prijevoza, mozemo
funkcije o . .
izracun cijene zapisati formu-
y=8x+ 25 lom y = 8x + 25. Kazemo da

smo cijenu prijevoza y prikazali
kao funkciju od broja prijedenih
kilometara x.

Uoci da je cijena prijevoza veca Sto je veci broj

prijedenih kilometara. Za svaki sljededi prijedeni
kilometar cijena poraste za 8 kn. Kazemo da
cijena linearno ovisi o broju prijedenih kilome-
tara.

Po toj formuli moZzemo raCunati cijenu prijevoza
za bilo koju udaljenost. Mozemo izracunati
vrijednost y i ako je x negativni racionalan broj,
no s obzirom na zadatak to ne bi imalo smisla.

Primjer 2. Telefoniranje

je dio tog novca potrositi za vrijeme ljetovanja,
i to svaki dan 50 kn. Formulom zapiSi izracun
za preostali iznos Lukine uStedevine

Rjesenje:

Oznacimo sa x - broj dana ljetovanja, a sa y -
iznos ustedevine.

Vrijedi y = 2500 - 50xili y=-50x+ 2500.

Iznos uStedevine prikazali smo kao funkciju
brojadanaljetovanja. Uocidajeiznos usStedevine
manji Sto je visSe dana Luka proveo na ljetovanju.
Za svaki dan ljetovanja taj se iznos umanjuje za
50 kn. Kazemo da uStedevina linearno ovisi o
broju dana provedenih na ljetovanju.

Primijetimo da funkcije u primjerima 1 2 imaju
zajednicki oblik. Takav oblik funkcije opcenito

zapisujemo ovako: f(x)=ax+bili y=ax+b.
Funkcije takva oblika nazivamo linearnim fun-
kcijama. Linearne funkcije su primjerice:

fix) =5x+6

Linearna
) =7x-2 funkcija
fix) =-4x+ 3.5 f(x)=ax+b

f(x)=%x+3.6_

Vazno

Linearna funkcija zadana je formulom

f(x) = ax + b, gdje su a, b, xi f(x) racionalni
brojevi. Brojeve ai b nazivamo koeficijentima
linearne funkcije. Broj x nazivamo argument
funkcije, a broj f(x) vrijednost funkcije.
Pritom f(x) oznacava da je vrijednost funkcije
ovisna o vrijednosti argumenta x.

Linearnu funkciju ¢esto zapisujemo i formu-
lomy =ax +b.

Zadaci

Napisi formule za zadane linearne funkcije.

5. Za racun za struju naplacuje se stalna naknada
15 kn te 0.25 kn po potroSenom kW struje.

6. Taksi sluzba naplacuje pocetnih 15 kn te 9 kuna
po prijedenom kilometru.

7. Za autobusni prijevoz pla¢a se naknada 200 kn te
30 kn po osobi.

8. Foto studio naplacuje 15 kn razvijanje filma te
1.50 kn po fotografiji.

9. Telefonska kompanija naplacuje pretplatu prema
odabranoj brzini za povezivanje s internetom te
odredeni iznos po svakom GB prometa. NapiSi
formulu za izraCun cijene racuna za internet za

svaki od ponudenih paketa.

Iznos po

Brzina
GB prometa

Paket Pretplata

IFN 1024/192 Kbps 79.00 kn 20 kn
(e[sFEW 2048/256 Kbps 199.00 kn 11 kn
HETAN 3072/384 Kbps 369.00 kn 0 kn
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Primjer 3.
Izracunavanje vrijednosti funkcije

Izracunaj vrijednosti linearne funkcije
f(x) = 5x - 9 za ove vrijednosti argumenta:

a) x =0;

b) x =-2;

C) X =4.6;
3

d) x=—.

) x i

[Linaavrna J?uvxkcid'a i\\'eAv\ao\iba pvravca

Rjesenje: Vrijednost

funkcije

f0)=5-0-9=0-9=-9;
f(-2)=5-(-2-9=-10-9=-19;
f(4.6) =5 - 4.6-9=23-9=14;

f 3 :5.2_9:1_5_9:15_36:_2_
4 4 4 4 4

Zadaci

10. Izra€unaj vrijednosti linearnih funkcija (tablicu
precrtaj u biljeznicu):

a) f(x) =3x+1; b) fix) = 2x - 4;
-3 -5
-2 -1
0 1
4
6
o f(x)=-4x+5; d) fix) = -x-2.5;
-4.5 -10
i) =5
0.6 2
2.5 10
3.9 2L

1 ] __g
e) f(x)—Ex—lO, f) f(x)= 3x+]

-10 -18
2 3
3 2
4 0
1 3
4 5

3

11. Za autobusni prijevoz pla¢a se naknada 50 kn te
25 kn po prijedenom kilometru.
Izracunaj koliko treba platiti za put duljine:
20 km, 50 km, 100 km, 500 km.

12. Fotostudio naplacuje 10 kn razvijanje filma te
2.50 kn po fotografiji.
Izracunaj koliko treba platiti za izradu filma s:
12, 24 i 36 fotografija.

13. Telefonska kompanija zaracunava pretplatu
69 kn te 0.45 kn po minuti razgovora.
Izracunaj koliki ¢e biti telefonski racun za:
120, 400, 1200, 10 000 minuta razgovora.

14. Frizerka dobiva placu 1000 kn plus 10 kn po
svakom Sisanju.

Izracunaj koliku pla¢u dobiva ako je napravila
50 Sisanja.

15. Prodavac na trznici prodaje krumpir po cijeni
3 kn za 1 kilogram. Za svoje mjesto na trznici
treba platiti “placovinu” 200 kn.

Kolika ¢e biti njegova zarada ako proda:
a) 300 kg krumpira;

b) 100 kg krumpira;

¢) 1 tonu krumpira;

d) 500 kg krumpira?
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Primjer 4. Izracunavanje
argumenta funkcije

U rent-a-caru iznajmljivanje automobila naplacuju
500 kn plus 4.5 kn po prijedenom kilometru. Koliki

se put moze prijeci za 1625 kn?

Rjesenje:

Najprije formulom zapiSimo zadanu linearnu
funkciju. x - broj kilometara, fix) - iznos koji

treba platiti.

17.

fix) =4.5x+ 500

Zadan nam je iznos koji treba platiti, dakle
fix) = 1625 kn. Uvrstimo li u formulu funkcije
umjesto fix) = 1625, dobivamo linearnu jedna-

dZbu koju rjeSavamo na uobicajen nacin.

1625 =4.5x+ 500

-4.5x =500 - 1625
-4.5x=-1125/: (-4.5)

X =

250.

Dakle za navedeni iznos mozemo unajmiti auto

za put dug 250 km.

Zadaci

16. Taksi sluzba naplacuje pocetnu cijenu 30 kn te 6 kn

po prijedenom kilometru. Koliko kilometara mozemo
prijeci u jednoj voznji za 480 kn?

Maja je za rodendan dobila 475 kn. Namjerava
taj novac potrositi na skijanju i to 75 kn
dnevno. Za koliko ¢e se dana skijanja Majina
ustedevina smanjiti na 100 kn?

18. Telefonska kompanija Petar Pan zaracunava

20.

21.

22.

23.

24.

pretplatu 50 kn te 0.25 kn po minuti razgovora.

Telefonska kompanija Zvoncica ne naplacuje

pretplatu, a po minuti razgovora naplacuje 1 kn.

a) Za obje ponude formulom prikazi iznos
racuna ( f(x) ) ovisno o broju minuta
razgovora (x);

b) Izracunaj koliko je minuta razgovora uklju¢eno
u cijenu racuna od 100 kn za obje kompanije.

. Slasti¢ar Nikola dobio je ponudu za posao.

Slasti¢arna Krems$nita nudi mu 1000 kn plus

2 kn po svakoj prodanoj krem3niti. Koliko
kremsnita treba prodati da bi dobio plac¢u 2000 kn?
U rent-a-caru Papiga iznajmljivanje automobila
naplacuju 150 kn plus 15 kn po danu
unajmljivanja. Lukin tata ima na raspolaganju
495 kn. Na koliko dana moze unajmiti
automobil?

Majstor Karlo naplacuje svoj dolazak 60 kn te
svaki sat rada 40 kn. Koliko je trajao posao ako
je majstor ispostavio racun na 380 kn?
Linearna funkcija zadana je formulom

fix) = 0.6x - 4.3. Za koji argument x zadana
linearna funkcija poprima vrijednost:

a) -4.3; b) -1.3; c) 10.7.

Linearna funkcija zadana je formulom

fix) =-3x-9. Za koji argument x zadana
linearna funkcija poprima vrijednost:

a) 0; b) -12; c) -16.5.

Linearna funkcija zadana je formulom

fix) = 6x+ 3.6. Za koji argument x zadana

25.

26.

27.

28.

29.

linearna funkcija poprima vrijednost:
a) 0; b) 33.6; c) -16.8.

Linearna funkcija zadana je formulom f(x) = —% X+5.

Za koji argument x zadana linearna funkcija
poprima vrijednost: 17

a) 0; b) 2; c) T

Vodoinstalater naplacuje svoj dolazak 65 kn, te

svaki sat rada 50 kn.

a) Zapisi formulom ovisnost iznosa njegove
zarade o broju radnih sati;

b) Koliko treba platiti izradu vodoinstalacija ako
je posao trajao 6 sati;

¢) Koliko dugo vodoinstalater treba raditi da bi
zaradio 565 kn?

U bazenu je 9000 | vode. Tijekom jednog sata iz

njega se ispusti 150 | vode.

a) Zapisi formulom ovisnost koli¢ine vode u
bazenu o broju sati praznjenja bazena;

b) Koliko ¢e vode biti u bazenu nakon10 sati
praznjenja;

¢) Koliko je vremena potrebno da se bazen isprazni?

Pizza-majstor dobiva placu 1500 kn plus 8 kn

po svakoj prodanoj pizzi.

a) Zapisi formulom ovisnost njegove zarade o
broju prodanih pizza;

b) Koliku pla¢u dobiti ¢e ako se proda 100
pizza,

c) Koliko pizza mora prodati da bi dobio placu
3420 kn?

Prodavac na trznici prodaje jabuke po cijeni

4.5 kn za 1 kilogram. Za svoje mjesto na trznici

treba platiti “placovinu” 500 kn.

a) Zapisi formulom ovisnost njegove zarade o
prodanoj koli¢ini jabuka;

b) Koliko jabuka mora prodati da bi nadoknadio
pla¢enu “placovinu’;

¢) Koliko ¢e zaraditi ako proda 350 kg jabuka?
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. Napisi formule za zadane linearne funkcije:

a) Za racun za struju naplacuje se stalna naknada
14 kn te 0.26 kn po potroSenom kW struje;

b) Taksi sluzba naplacuje pocetnih 12 kn te 10
kuna po prijedenom kilometru;

©) Za autobusni prijevoz placa se naknada 250 kn
te 25 kn po osobi;

d) Foto studio naplacuje 10 kn razvijanje filma te
1.70 kn po fotografiji;

e) Za autobusni prijevoz placa se naknada 55 kn te
22 kn po prijedenom kilometru. Izracunaj koliko
treba platiti za put duljine: 20 km, 50 km, 100
km, 500 km;

f) Foto studio naplacuje 8 kn razvijanje filma te
2.10 kn po fotografiji. Izracunaj koliko treba platiti
za izradu filma sa: 12, 24 i 36 fotografija;

g) Telefonska kompanija zaraCunava pretplatu 59
kn te 0.41 kn po minuti razgovora. lzracunaj koliki
Ce biti telefonski racun za: 120, 400, 1200, 10 000
minuta razgovora;

h) Frizerka za placu dobiva 1500 kn plus 15 kn po
svakom SiSanju. Izracunaj koliku pla¢u dobiva ako
je napravila 50 Sisanja.;

i) Prodavac na trznici prodaje krumpir po cijeni
3.99 kn za 1 kilogram. Za svoje mjesto na trznici
treba platiti “placovinu” 220 kn. Kolika e biti
njegova zarada ako proda 300 kg krumpira?

2. IzraCunaj vrijednosti linearne funkcije (tablicu
precrtaj u biljeznicu) f(x) = -x + 1

3. Izracunaj vrijednosti linearne funkcije (tablicu

precrtaj u biljeznicu) f(x) = 2x - 3

-4

n|C| D=

2
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. lzracunaj vrijednosti linearne funkcije (tablicu

3
precrtaj u biljeznicu) f(x) = ZX+ 1

-4

-2
0
3

. lzra€unaj vrijednosti linearne funkcije (tablicu

precrtaj u biljeZnicu) f(x) = —%x+ 1

=3

-6
0
2

. Linearna funkcija zadana je formulom f(x) =

- 2. Za koji argument x zadana linearna funkcija
poprima vrijednost:

a) 6; b) -1; c) 10.

. Linearna funkcija zadana je formulom f(x) = -6x - —

Za koji argument x zadana linearna funkcija

poprima vrijednost:

a) 0; b) -1; 0 _l.
2

. Linearna funkcija zadana je formulom f(x) = %

x - 1. Za koji argument x zadana linearna funkcija
poprima vrijednost:

a) -4; b) -1; (@) 2
6

. Linearna funkcija zadana je formulom f(x) =

1.2. Za koji argument x zadana linearna funkcija
poprima vrijednost:

a) -2.5; b) -1; o) 0.

10.Linearna funkcija zadana je formulom f(x) = %

X - 4. Za koji argument x zadana linearna funkcija
poprima vrijednost:

a) -4; b) -1; o) 0.

11. Linearna funkcija zadana je formulom f(x) = 0.2x - 3.

Za koji argument x zadana linearna funkcija
poprima vrijednost:

1
-3; b) -—; 0.
a) ) P 9]
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9.2. Graflinearne funkcije i jednadzba pravca

Cijena 1 kg krumpira je 3 kn. Izracunaj koliko treba platiti:

1,2, 3,4i5 kg krumpira.

Nacrtaj graficki prikaz te proporcionalnosti .

Uceci o proporcionalnim veli¢inama, naucili smo da je njihov grafi¢ki prikaz

polupravac iz ishodista jer kod proporcionalnih veli¢ina nije imalo smisla racunati
vrijednosti za negativne brojeve. Kod linearne funkcije moZzemo racunati

vrijednosti za bilo koji racionalni broj.

Primjer 1. Crtanje pomocu tablice

Nacrtaj skup svih tocaka (x, y)

u koordinatnoj ravnini ako za
njihove koordinate vrijedi —1
y=3x-2. (])
2

Rjesenje:
3

-2 -8

-1 -5 5; y=38x-2

0 -2 .

1 1 4 E

2 4 .

Primijetimo da ucrtane tocke pripadaju jednom
pravcu. U tablici smo izdvojili samo nekoliko
vrijednosti za x, mogli smo odabrati i neke
druge vrijednosti - bilo koje racionalne brojeve.
Zasve te brojeve mogli smo izra¢unativrijednost
funkcije. Dakle, dobili bismo beskonacno
mnogo tocCaka i sve bi pripadale nacrtanom
pravcu. Kazemo da smo nacrtali pravac cija je

jednadzba
y = 3x - 2. Taj je pravac ujedno i graf
graficki prikaz, tj. graf linearne

pravac

funkcije f(ix) = 3x - 2 u koordinat-
noj ravnini.

VYazno

Graf funkcije f(x) =ax + b

u pravokutnom koordinatnom sustavu
u ravnini je pravac.

Njegova je jednadzba y =ax + b

Cesto poistovje¢ujemo zapis linearne funkcije
f(x)=ax+b s jednadzbom pripadnog pravca
y=ax+b.

Linearnu funkciju mozemo prikazati:
- formulom

- tablicom

- grafom.
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Zadaci

1. PrepiSi tablice pa izracunaj:

a) f(x) =2x+1 b) fix) =x-2.5 ¢ fix) =-3x
-2 -2 -2
= -1 -1
0 0 0
1
2 2 2

Primjer 2.
Eksplicitha jednadzba pravca

Promotrimo graf linearne funkcije fix) =2x-1
prikazan na slici.

Graf linearne funkcije je pravac, a njegova je
jednadzba y = 2x -1. Takav oblik jednadzbe
pravca nazivamo eksplicitnom jednadzbom
pravca. U njoj se uvijek s lijeve strane nalazi
samo y, a s desne najprije ¢lan sa x.

Primjeri eksplicitne jednadzbe pra-

Eksplicitna
jednadzba vea st
pravca y=4x-1, y=-2x-1.5; y=;x—§

y=ax+b

ili opcenito y =ax +b.

Eksplicitna jednadZzba pravca uvijek
je odredena s dva broja, tj. koeficijenta: ai b.

2. Nacrtaj grafove linearnih funkcija.

a) f(x) =-x+1;
E)) 2()):)) ==)_(3X o Odaberi x-eve g% ey sa%a
d) ix) =2x-2; s kojima ces
&) F(x) = %x+l; lak3e racunati.
2 1
f fO)=-gx+5.
Vazno

Jednadzba y = ax + b naziva se
eksplicitnom jednadzbom pravca.
Koeficijent a nazivamo koeficijentom
smjera ili nagibom, a koeficijent b
odsje¢kom na osi ordinata.

Odsjecak na osi ordinata, tj. b, odreduje mjesto
tocke C na naSoj slici. Tocka C ima

koordinate Odsjecak na

(0, -1). Primijetimo da je druga ko-
ordinata jednaka koeficijentu b i da

osi ordinata

se toCka C nalazi na osi ordinata.

Zato je taj koeficijent dobio ime odsjecak na osi
ordinata - on odreduje tocku u kojoj pravac si-
jece os .

Koeficijent smjera ili nagib, tj. a, odre-

Koeficijent

duje trokut ACFG na nasem grafu. Taj

trokut je uvijek pravokutan s hipote- smjera

nuzom na pravcu, a koeficijent smjera

nam odreduje duljine njegovih kateta. U naSem
primjeru kateta |CF| je 1, a kateta |[FG| je 2. Za-
piSemo li koeficijent smjera u obliku razlomka
2 :% , vidimo da se duljine tih kateta pojavljuju
u nazivniku i

brojniku  tog

razlomka.

Znacenjem koeficijenta smjera
viSe ¢emo se baviti u sljedecoj
nastavnoj jedinici.
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Zadaci

3. Ispisi koeficijente smjera i odsjecke na osi 4.
ordinata iz zadanih jednadzbi pravaca
jednadzba pravca a b

y=5x+6

y=7x-2
y=-4x+ 3.5

1
=—x+ 3.6
4 2

NAJPRINE NAPISI
EKSPLICITNO JEDNADZBU PRAVCA, ONDA
EES LAKO PROCITATI KOEFICNENTE.

Prepisi, pa napiSi koordinate tocke u kojoj
pravac sijeCe os ordinata. Prvi je redak rijesen.

jednadzba ... . .

e — sjecisSte s osi ordinata
y=2x-3 (0, -3)
y=-7x+4
y=-4x+ 3.7

1

y—5x+6
y = _ix _i

2 7

5.

PrepiSi, pa napiSi koeficijent smjera u

obliku razlomka.

jednadzba

koeficijent smjera

pravca (razlomak)
y=-3x-3 =3
1
y=4x+1
ODSJECAK NA 05 7 = 2
KOEFICIJENT ORDINATE JE POSLIEDNI BROJ :
SMJERA JE BROJ KOJI JE ) y==Xx+6
ISPRED X. 2
__3,_4
=547
. N . /
Primjer 3. Crtanje pravca pomocu
koeficijenata >
. 4.
Nacrtaj pravac y = —%x +2 T
3
("4 ] .
Rjesenje: 2]A
Najprije ispiSemo koeficijente iz jednadzbe 1]
pravca. .
‘| CHNN B | -0 T T 1 T 1
a= —— 4 -3 2 1. 1 .2 3 4 |5
3 -1
b=2. .
-2
-3
-4
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Prema koeficijentu b = 2 odredimo sjeciSte s osi
ordinata - tocka A (0, 2).

Odredujemo pravokutan trokut zadan koefi-
cijentom smjera a = —%. Najprije od tocke A
izbrojimo 3 kvadratica desno (nazivnik 3) i
dobijemo tocku B.

Linaarna J?aukc(\"a i\\’eo\nao\iba pravca

Zatim od tocke B brojimo 1 kvadrati¢ dolje
(brojnik -1) i dobijemo toc¢ku C.

Nacrtamo pravac kroz tocke Ai C. To je trazeni
pravac y =—%x+2.

Nazivnik desno

(\'\'SGV Sal/,
Q° o
Brojnik - dolje ako je negativan

- gore ako je pozitivan

Zadaci

4]
3]
2‘A B
1] IC
T T T T IO- v T T T T T
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
_1_
-2
6. Nacrtaj pravce
1 1
QA y==x+1; b) y=——=x+1;
)y > )Yy >
3 3
==Xx-2; dy=--x-2;
Qy 2 )y 2

e) y=—§x+3; f) y=—§x—3.
N 0(\‘\'3ev sa%é

Ako je odsjecak 0, pocni crtati od ishodista

7. Nacrtaj pravce
a) y=2x-1; b) y=-2x-1;

o y=3x+2; d) y=-4x+3;

e)y=x fly=5x
g) y=-6x.
8. Nacrtaj pravce

1 3 3
=—x+1.5; b) y=—-x+—;

a)y > )y -X+7
3

c)y=zx; d) y=-0.75x-1.8;

e) y=15x+3.6; f)y=0.25x;
2 2

) y==x+2; hy y=—x-3;

9y 3x y 3

i) L3 k) Lo ) 4 e
=—X—3: = ——x——/" e =_
by 0 y==7 i ==
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iznos racuna

Primjer 4. 5itanje vrijednosti s
grafa

Na slici je nacrtan graf linearne funkcije
y=0.5x+ 10 koji prikazuje izracun telefonskog
racuna s pretplatom 10 kn plus 0.50 kn po
minuti razgovora.

P

-

A A A A
!O'I!O)\IOO

-
w

| I IR I

(|

.

'
N
I

-

1O =~ N W A~ 01O NI

|

1

minute razgovora

2
Pomocu grafa odredi:
a) Koliki ra¢un treba platiti za 12 minuta razgovora;
b) Koliko je minuta razgovora potroseno ako je
iznos racuna 20 kn?

Rjesenje:.

Da bismo odredili rjeSenja, trebamo pronaci
odgovarajuce tocke na pravcu i ocitati njihove
koordinate. Na x osi prikazane su minute

razgovora, a na y osi iznos racuna.

a) Pronademo toc¢ku na pravcu koja ima
12. To je tocka (12, 16).
y koordinata te tocke odreduje iznos racuna.

x koordinatu

Dakle, za 12 minuta razgovora racun ce biti
16 kn.

10123 4.5 6.7.8:9.1011.12 1314 15

8]

7]

6]

5]

4]

3]

2]

1]

0

2.4]0.1.2.3.4,5,6.7,8,9.10,11,12,13,14

2 minute razgovora

b) Pronademo tocku na pravcu koja

ima

y koordinatu 20. To je tocka (20, 20).
x koordinata te tocke odreduje broj minuta

razgovora. Dakle, za 20 kn razgovara se 20

minuta.

(20; 20)

firgy iy
©o\o =~
18NS B!

AQ
e

=z

L Alo m N W RGO N

10

1727374757677 8 971011 12/13 14 15 16 17 18 19 20
minute razgovora
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Zadaci

Prepisi tocke u biljeZnicu. Koristeci nacrtane 10. Prepisi tocke u biljeznicu. Nacrtaj graf funkcije
pravce odredi koordinate tocaka na tim y = x+ 1. Iskoristi nacrtani pravac da odredis
pravcima. koordinate to¢aka na tom pravcu.

a) A(-1,_.); B(3,_); C(__, -5), D(__,7) A(l,_0); BG3,_0); C(__, 3), D(-2, _),

F(_-, -3); G(__, 0).

. y =2x-1

11. Prepisi tocke u biljeznicu. Nacrtaj graf funkcije
y = 5x -2. Iskoristi nacrtani pravac da odredis

T koordinate to¢aka na tom pravcu.

5 AQ2,_0); B(-1,_0); C(__, -2), D(O, _),

1

4] A 30 6L —%x

12. Servis za kucanske aparate naplacuje dolazak u
2] stan 60 kn, a svaki sat rada 40 kn.

1] a) Zapisi formulom ovisnost cijene popravka o
broju radnih sati;

- / T 12 ,3 4 .5 b) Nacrtaj graf te funkcije;
¢) Koristeci graf odredi cijenu popravka od 2
sata rada;

d) Koristeci graf odredi koliko je trajao
popravak ako je placeno 260 kn.

13. Luka ima na Stednoj knjizici 1500 kn. Odlucio je
dio tog novca potroSiti za vrijeme ljetovanja i to
svaki dan 50 kn.

a) Zapisi formulom ovisnost preostalog iznosa
b) A(-4,_); B(2,_.); C(__, -4), D(__,3.5). Lukine uStedevine o broju dana na ljetovanju;
b) Nacrtaj graf te funkcije;
T ¢) Koristeci graf odredi koliko novca ¢e Luki
7 y=ox . . .
- preostati nakon 5 dana ljetovanja;

6 d) Koristeci graf odredi koliko dana Luka moze

5 provesti na ljetovanju ako Zeli da mu ostane
500 kn uStedevine.

14. Najprije napisi formulu , a zatim nacrtaj linearne

. funkcije ¢iji su koeficijenti:

] a)a=2,b=23; b)ya=-1,b=2;

¢ a=3,b=-2; da=-4b=-1;

3

— e)a:l,bzl.s; Da=—=b=-1;
2 2

9 a=-3b="1; ma=3> p=11
2 4 4
15. Nacrtaj graf linearne funkcije y = -2x + 2. Ocitaj
tocku tog grafa kojoj je:
a) x-koordinata 1;  b) y-koordinata 2;
) apscisa 0; d) ordinata 4;
e) obje koordinate jednake.
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Primjer 5. Pripada li tocka grafu

funkcije
Pripadaju li tocke A(2, 5) i B(-2, -2)
linearne funkcije y=%X+2?

grafu

Rjesenje:

Zadatak mozemo rijesiti graficki i racunski. Da
bismo ga rijeSili graficki, najprije nacrtajmo graf
zadane funkcije pa prikazimo zadane tocke.

Na slici vidimo da tocka A pripada pravcu, a
tocka B ne.

Da bismo racunski provjerili pripada li neka
tocka grafu funkcije, moramo koordinate tocke
uvrstiti u formulu funkcije. Ako dobijemo istinitu
jednakost, znaci da tocka pripada grafu; a ako
dobijemo neistinitu jednakost, znaci da tocka
ne pripada grafu.

Provjerimo za tocku A:

3
==Xx+2
Y 2

5= =) 2+2
2
5=3+2
5=5
Dakle- tocka A pripada grafu funkcije.
Provjerimo za tocku B:

3
==X+2

=3

3
2==.(-2+2

2( )+
2=-3+2
—2=-1

Dakle tocka B ne pripada grafu funkcije.

Vazno

Tocka T (x,y) pripada pravcu
y = ax + b ako njezine koordinate
zadovoljavaju jednadZbu toga pravca

Zadaci

14. Racunski provjeri pripadaju li tocke grafu
linearne funkcije y = 25x-7.
A(1, 18); B(-3, -42); (0, -7), D(-2,-57),
F(2, -3); G(-14, 0).

15. Racunski provjeri pripadaju li tocke pravcu
y=-45x+ 126
A(10, -324); B(0, 126); C(5, -7), D(-2,-57),
F(2, 36); G(-10, 576).

16. Graficki provjeri pripadaju li tocke grafu linearne
funkcije y=-4x+1
A(1, 5); B(O, 1); C(-2, 9), D(-3,-5),
F(2,-7); G(-1, 0).

17. Graficki provjeri pripadaju li tocke pravcu
y=2x-3
A2, 1); B(-2, 0); C(-2, -7), D(1,-1),

F(2, -3); G(-3, 9).

18. Koje od ovih tocaka pripadaju grafu funkcije

y=-3x
2

A(2| _3)) B(_Zl 3)1 C(3) 5)1 D(_81]2)|
F(-6, 15); G(6, -9).

19. Tocke: A(1, 3); B(-1, -5); C(2, 7), D(2, -2), F(0, 8)
Pravci: y=4x-1iy=-5x+8
a) Zadane tocke razdvoji u skupine ovisno o
pravcu kojem pripadaju.
b) Koja tocka pripada i jednom i drugom
pravcu?
c) Nacrtaj graficki prikaz i uo¢i gdje se nalazi
zajednicka tocka.
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Primjer 6. Sjecista s koordinatnim

osima

Pogledaj graf linearne funkcije y = -2x + 4.
Ocitaj na njemu tocke u kojima taj pravac
sijeCe koordinatne osi.

3.
2 y= -2x+4
1]
T T T IO- O T T T
-3 -2 -1 0 1 3 4
_1_
2
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Na slici uo¢avamo da pravac sijece os

Sjecista

ordinata u tocki A (0, 4), a os apscisa

u tocki B(2, 0). > 0sima

SjeciSte s osi ordinata odredili bismo

tako da u jednadzbu pravca uvrstimo x = 0.
y=-2 -0+ 4;

y=4

SjeciSte s osi ordinata: A(0, 4).

Vidimo da je ordinata te tocke jednaka odsjecku
na osi ordinata, tj. koeficijentu b iz eksplicitne
jednadzbe pravca.

SjeciSte s osi apscisa odredujemo tako da u
jednadzbu pravca uvrstimo y = 0.

y=-2x+4

2x+4=0

2x=-4/:(-2)

X=2.

SjeciSte s osi apscisa B(2, 0).

SjeciSte pravca i osi apscisa naziva se nul-tocka
jer je ordinata te toCke nula. Slicno kazemo da

je nultocka linearne funkcije ona vrijednost
od x za koju je vrijednost funkcije f{ix) nula.

Vazno

Nultocku funkcije f(x) = ax + b
odredujemo rjeSavanjem linearne
jednadzbe ax + b =0

Pravac y =ax +b.

SjeciSte s osi ordinata A(0, b).

Sjeciste s osi apscisa N(—E,O) .
a

Zadaci

20. Graficki odredi sjeciSta pravaca s koordinatnim

osima:
a)y=-4x-8; b) y=3x-6;
3 2
AQy==x-3; dy=-—=x+2.
y 2x 3 )y 3

21. Racunski odredi sjeciSta pravaca s koordinatnim

osima:

a) y=-2x-6; b)y=4x-7;

C)y:EX—S; d)y:—gx+]2;
2 7
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e) y=5x-20;
o)) y:—§x+40.

f) y=-6x-3.6;

22. Odredi nul-toc¢ke zadanih linearnih funkcija

a)y=-7x+10; b) y=-0.5x-1.5;

Primjer 7. Posebni pravci

Osim pravaca koji imaju jednadzbu oblika
y =ax + b postoje jos dvije grupe pravaca:

y = broj i x = broj. Primjerice, y = 5,
y=-3,x=4, x=-1.5.Ti su pravci usporedni s
koordinatnim osima.

Promotrimo pravac y = -3. Sve tocke na tom
pravcu imaju y koordinatu -3, a x koordinata
moze biti bilo koja. Dakle, na tom pravcu nala-
ze se, primjerice, tocke (-2, -3), (0, -3),
(4, -3). Nacrtajmo ga.

Koliki je nagib toga pravca?

Nagib je nula. Taj je pravac graficki prikaz line-
arne funkcije fix) = b. Tu funkciju joS nazivamo
i konstantom jer za bilo koju vrijednost argu-
menta x funkcija uvijek ima istu, konstantnu
vrijednost, u ovom primjeru -3.

5 5 2
==X-=; dy=—— 5.
ay 6x - )y 5x+

e) y=-2.5x +20; f)y=3.5x-28;

g) y=—§x+].2.

Pravac y = broj usporedan je sa x osi.

Promotrimo pravac x = 2. Sve toCke na tom
pravcu imaju x koordinatu 2, a y koordinata
moze biti bilo koja. Dakle, na tom pravcu nala-
ze se, primjerice, tocke (2, -3), (2, 0),
(2, 4). Nacrtajmo ga.

7_

6.

5

4]

3: x='2

2] ®

- C

1]
T T T T lO T v . v T T T T
4 3 -2 1 Jo 1Bl2 3 4 5 |6

_1_

_2_ Py

3] A

4]

Taj pravac nema nagiba. Vidimo da je jednoj vri-
jednosti od x pridruzeno beskonacno mnogo
vrijednosti od y. Taj pravac nije graficki prikaz
nijedne funkcije jer iz jednadzbe x = 2 ne moze-
mo izraziti y, pa tako ni f(ix).

Pravac x = broj usporedan je sa y osi.

Zadaci

23. Nacrtaj pravce
x=5 y=2;, x=-2; y=4, x=1,
y=-1, x=3, y=3;, x=-4, y=-2

24. Odredi nul-tocku, sjecista s koordinatnim osima
te nacrtaj graf ovih linearnih funkcija:

a) y=2x-4; b)y=-3x-1; C)y:%x+2;
1

d y=——x+2.

)y 4
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p Crtanje u Geogebri

Upotreba programa za dinamic¢ku geometriju uvelike olakSava rjeSavanje zadataka s linearnim
funkcijama i pravcima. Pokazat ¢emo vam na primjeru programa GeoGebra koji mozete naci i na
CD-u uz udzbenik; u ostalim programima radi se na slican nacin.
Najprije pokrenite GeoGebru na svojem racunalu, a zatim pripremite prostor za crtanje:
U izborniku Pogled ukljucite prikaz koordinatnih osi, koordinatne mreze, algebarskog prozora i
polja za unos.

GeoGebra El El El

Datoteka Uredivanje NEEEEEN Fostawvke Prozor Pomoc
v Foordinatne osi
‘ [«'} = .Av ‘ "/-;[ v Koordinatna mreza E’v 4 6
) Nezavisni objektr| | | Osviesi Ctri+F
Zavisn’i D_DJE_K“ ) v Algebarski prozor Cirl+A
Pamacni objek « Pamocni ohjekt
v Fasporedi wodorawvno
v Polje Za unos
v [zhornik naredhi
Traka Za korake konstrukcije
W
= Opis konstrukcije .
Matin: Pamicanje { oy =111
[ Unos: H ||= VHI:( V||Naredba... N

Da biste nacrtali pravac zadan jednadzbom njegovu jednadzbu upiSite u Polje za unos koje se
nalazi na dnu GeoGebrinog prozora.

%]

Nain: Pomicanje Xoy=1:1

I U”':'Sﬂ y=2x+3 \ = ~||a + |Maredba .. v
~——
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Nakon upisa pritisnite tipku Enter i u koordinatnom sustavu c¢e se pokazati vas pravac, a u
algebarskom prozoru slijeva pisat ¢ce njegova jednadzba.

@ GeoGebra : Elle
Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Prozor Pomod

A
[ ]

D OJ4

_A Nezavisni objektf L

D ay=2%+3

| Zawisni objekti
Fomaodni ohjekti 4

1~

W

L]
L]
L]
A%

ABC

%»_‘ 26

'
—

'
o5}

Matin: Pomicanje Wi =11

[ Unos: ] = w0 w |Naredba .. v

Da biste odredili sjeciSte pravaca s osi y odaberite alat Sjeciste dvaju objekata koji se nalazi
u izborniku ispod alata Nova tocka. Zatim oznacite objekte Cije sjeciSte Zelite dobiti. Dakle,
kliknete miSem na nacrtani pravac, pa zatim na os y.

Da biste dobili sjeciste s osi x cijeli postupak ponovite, ali sad oznacite pravac i os x.

@ GeoGebra E E| g|

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Prozor Pomo
A . .
\ % \ . \/” RS (O] [Pzl '%»\ 26
~ 6
ANeza - JA Nova toika 1 @
4]
|4 T I:I |2 H |4 |E |8
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p U algebarskom prozoru slijeva vidljiv je popis svih objekata koje ste nacrtali - tu mozete
procitati jednadzbu pravca i koordinate sjeciSta koja smo nacrtali.

@] GeoGebra EEX
Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Prozor Pomoé
» -
‘ L3 B gl S @_H | | oo [ 2EC ‘%_‘ 26
4 Mezawvisni abjektt
D ay=2x+3
A Zavisni objekti
..... P A= {O, 3]
-3 B=(-15,0)
1 Pomoéni okbjekti
I-4 T 2 T 4 T E T E
Macin: Pomicanje ¥oy=1:1
’ Lnos; ] Y=+3 = w0 w||[Maredba ... »
Svojstva -
Da biste promijenili izgled _ : : E'
Ohjekti Swi0jstva
nacrtanih objekata u izborniku .
Uredivanje odaberite Svojstva tocka 2 Pokaii ohjekt  Boja: E
pa mijenjajte boju, veli¢inu, .
i pravac a PokaZi oznaku: | Ime v
oznaku, itd.
(] Poka# trag
Koordinate: |Kartezijeve koordinate
Weliging
-
v
1 3 8 7 9
(] Pomoéni okjekt
[/HJH@I LI redu I[Odustani]
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9.3. Tok linearne funkcije

Prodaja automobila

Matijin tata radi u salonu automobila. Ima placu 3000 kn uz dodatak 100 kn po
svakom prodanom automobilu.

a) Zapisi formulom ovisnost njegove zarade o broju prodanih automobila;

b) Hoce li se njegova placa povecavatiili smanjivati s brojem prodanih automobila?
¢) Opisi kad njegova placa raste.

Naucili smo da je graficki prikaz linearne funkcije pravac, naucili smo nacrtati
i odrediti njegova sjeciSta s koordinatnim osima. U ovoj temi promotrit ¢emo
josS malo taj graficki prikaz. Rije¢ “tok” u naslovu znaci da promatramo kako
se linearna funkcija “giba”. Pritom uvijek promatramo graficki prikaz slijeva
nadesno, tj. po x osi od manjih brojeva prema vec¢ima.

Primjer 1. Rastuéa funkcija b)

Taksi sluzba naplacuje pocetnu cijenu 30 kn te
6 kn po prijedenom kilometru. cijena voznje |

100

a) Napisi formulu funkcije za cijenu voznje

80
b) Nacrtaj graf 1 y=6x+30
c) Kako se mijenja cijena voznje ako broj

kilometara raste? 5

Rjesenje:

a) fix) = 6x + 30.
40 |

-20 0 20 40
duljina puta

-20 |

¢) Cijena voznje raste kako raste
duljina puta. Primjerice za 5 km Rastuca
treba platiti 60 kn, a za 10 km funkcija
treba platiti 90 kn. Kazemo da je

linearna funkcija fix) = 6x + 30 rastuca.
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Primjer 2. Padajuéa funkcija

Majina mama je u kasicu stavila 150 kn koje namje-
rava troSiti svaki dan za kavu. Jedna kava stoji 2 kn.

a) Napisi formulu funkcije za preostali iznos u
kasici

b) Nacrtaj graf

¢) Kako se mijenja iznos novaca u kasici ako

broj kava raste?

Rjesenje:
a) fix) =-2x+ 150
2\

15&

100 |
y=-2x+150

50 |

o 150 100
broj kava

[Linaavrna J?umkcid'a id'edvxea\”vbbe pravca

¢) Iznos u kasici pada (smanjuje se) kako raste
broj kava. Primjerice nakon 3 kave u kasici ce
biti 144 kn, a nakon 20 kava u kasici ¢e biti 110
kn.

KaZzemo da je linearna funkcija padajuca

fix) = -2x + 150 padajuca. funkcija

Primjer 3. Brzina rasta i nagib
pravca

Nacrtaj u istom koordinatnom sustavu grafi-
¢ke prikaze linearnih funkcija: fix)= x + 1,
fx)=3x-1, ix) =6x+ 2.

a) Jesu li te funkcije rastuce ili padajuce?

b) Koja raste najbrze, a koja najsporije?
Rjesenje:

a) Sve tri linearne funkcije su rastuce.

b) Najbrze raste - najveci nagib ima pravac |
y = 6x + 2. Najsporije raste - najmanji nagib
ima pravac y=x+ 1.
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Pogledamo li koeficijente smjera zadanih line-
arnih funkcija: 1, 3 i 6 - vidimo da su svi pozi-
tivni. Najveci koeficijent ima funkcija koja naj-
brze raste. Koeficijent smjera nazivamo i nagib
pravca - on odreduje hoce li pravac i¢i “uzbrdo”
ili “nizbrdo”, te koliko ¢e “strm” biti.

Vazno

Linearna funkcija f(x) = ax + b kojoj je
koeficijent smjera pozitivan, a > 0 je
rastuca funkcija. Brze raste ona linearna
funkcija koja ima veci koeficijent smjera.

Primjer 4. Brzina pada

Nacrtaj u istom koordinatnom sustavu graficke
prikaze linearnih funkcija: fix) = -x + 1,

fx)=-3x-1, fix)=-6x+ 2.
}

+2

' 0\ \\2 i3 14 15
i

a) Jesu li te funkcije rastuce ili padajuce?
b) Koja pada najbrze, a koja najsporije?
Rjesenje:

a) Sve tri linearne funkcije su padajuce.
b) Najbrze pada - najstrmiji je pravac

y = -6x + 2. Najsporije pada - najblazi pad ima
pravac y=-x+ 1.

Pogledamo li koeficijente smjera zadanih line-
arnih funkcija: -1, -3 i -6 - vidimo da su svi
negativni. Najmanji koeficijent ima funkcija
koja najbrze pada.

Yazno

Linearna funkcija f(x) = ax + b kojoj je
koeficijent smjera negativan, a < 0 je pa-
dajuca funkcija. Brze pada ona linearna
funkcija koja ima manji koeficijent smjera.

Zadaci

1. Odredi bez crtanja je li linearna funkcija rastuca

ili padajuca:

a) fix) =3x-4; b) fix) = -4x+ 1;

Q) fX) =3.7x - 2; d) f(x)=_??3x_545;

e) filx) =-11.2x +15; f)f(x)=zx+ﬁ;
13 6 _4

9) f(x)——ﬂx—ﬁ, h) f(x) = 5 X 6.8.

2. Oznacdi tvrdnje koje su to€ne
a) f(x) = 31x - 2; rastuca;

b) fix) = -41x + 7; padajuca;
c) filx) = 3.7x - 2; rastuca;

d) fix) = -43x - 45; rastuca;
e) f(x) = 1.5x + 1; padajuca;

f) f(x)= —%X+;; padajuca;

3 6 .
g) f(x)—ix—ﬁ, rastuca;

h) f(x) = %X—Z.l ; padajuca.
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3. U svakom pojedinom zadatku sve rastuce
funkcije nacrtaj na jednoj slici, a sve padajuce na
drugoj. Linearnu funkciju koja najbrze raste oboji
crveno, a linearnu funkciju koja najsporije pada
plavo.

A fX)=1x-2; ) =-2x-2; () =3x+1;
fX)=-4x+2; (x) =2x+ 3;
b) f(X) =-4x+1; fix)=-2x+2; X)) =2x+1;
fx) =5x-5; fix) =-x-1;
1 3
o f(x) __EXH’ f(X)——ZX—l,

f(X)=gX—1.5; f(X)=—§X—2;

1 . _ 3 . _3 .
d) f(x)—Ex—l, f(x)= 4x+2,f(x)—2x+2.5,
fX)=-2x-3; ) =x-2;fx)=-x+1.

4. Odredi bez crtanja hoce li pripadna linearna
funkcija biti rastuca ili padajuca:

a) Za autobusni prijevoz placa se naknada 30 kn
te 15 kn po prijedenom kilometru. Funkcija
- iznos prijevoza.

b) Foto studio naplacuje 11 kn razvijanje filma te
1.50 kn po fotografiji. Funkcija - iznos racuna.

c) Maja je za rodendan dobila 300 kn. Namjerava
te novce potrositi na skijanju i to 25 kn
dnevno. Funkcija - preostali iznos novca.

c) Telefonska kompanija zara¢unava pretplatu
40 kn te 0.22 kn po minuti razgovora. Funkcija
- iznos racuna.

d) U bazenu se nalazi 9000 L vode. Tijekom
jednog sata iz njega se ispusti 150 L vode.
Funkcija - preostala koli¢ina vode u bazenu.

e) Krojacica za plac¢u dobiva 1500 kn plus 9 kn po
svakom skrojenom komadu odjece. Funkcija

HEH, ovO CE
BITI LAGANA VOZNJA NIZBRDO.

- iznos place.

UF, OVO
CE BITI JAKO STRM

[Linaavrna J?uvxkcid'a i\\'eAv\aa\iba pvravca

5. Odredi nul-tocku, sjecista s koordinatnim osima,
opisi tok te nacrtaj graf ovih linearnih funkcija:

a) y=-2X-6; b)y =3x-3;
@) —2x+l' d)y——x+i
Y= Ty 4
6. Odredi jednadzbu pravca koji prolazi zadanom

tockom i ima zadani koeficijent smjera. Prvi
zadatak je rijeSen.

a) (1, 5)ia=3.Ujednadzbu pravcay=ax + b
uvrstimo sve zadane podatke 5=3 1 +bi
izracunamo b = 2. Jednadzba pravca je y = 3x + 2.

b)(2,4)ia=2; A(1,6)ia=-3;
d) (-2,-5)ia=-4; e)(0,-7)ia=05;
f) (9, 3)ia=l.

7. Zadana je linearna funkcija f(x) = 4x - 2. Nacrtaj
njen graf i odgovori na pitanja:
a) koliki je koeficijent smjera;
b) Koliki je odsjecak na osi ordinata;
¢) odredi nul-tocku te funkcije;
d) odredi sjecista s koordinatnim osima;
e) opisi tok te funkcije;
f) pripada li grafu tocka D (1, 2)?
g) izracunaj vrijednost funkcije za argument x = 10;

h) koliki je argument funkcije ako je njena
vrijednost f(x) = 198.

\

5
JEDNE STRANE

NULTOCKE FUNKCNA
JE POZITIVNA

A KAD
JE JEDNAKA
NOLI?

U NULTOCKI,
VIDIG!

A

5 DRUGE
STRANE NULTOCKE
JE NEGATIVNA




Linearwa Lunkecija i jedwadzba pravea

v_jeibalica

1. Ispisi koeficijente smjera i odsjecke na osi ordinata

iz zadanih jednadzbi pravaca

jednadzba pravca a b

y=5x+6

y=7x-2

y=-4x+ 3.5

1
=—x+3.6
r=5

. Nacrtaj grafove linearnih funkcija.

a) f(x) =-3x+ 2,

b) f(x) = x+ 4;
Q) f(x) =-x;
d) fx) =2x-3;

e) f(x):%x+l;

f) f(x)=—x+l-
2
. Nacrtaj pravce
2
Q) y=—x+1;
Y73
b) y=—Lxtl:
y 5 ’
o) —éx'
Y 4
d y=x-2;
2
e) y=——=x+1;
Y=T3
f) y=—x-3.
. Napisi koordinate tocke u kojoj pravac sijeCe os
ordinata.
a) —éx—3'
y 6 ,
b) y=3x;
1
0y=—x-1
773
d) y=—3x+t
Y 3

5. Odredi nultocke zadanih linearnih funkcija

a) f(x)=-x+3;
b) f(x)= 5x—51 ;
0 f(x)=€x—1;

. Graficki i racunski odredi sjecista pravaca s

koordinatnim osima:

ay=-x-2;
b)y=x-1;
3
=—x-3;
QY 7 ;
d) ——%x
y 3

. Graficki i racunski odredi sjecista pravaca s

koordinatnim osima:
ay=—x-1,
2
b)y=3x-1;
3
Qy=—x-—-2;
Y 2

d) ——gx
Yy 3

. Odredi nul-tocku, sjecista s koordinatnim osima,

opisi tok te nacrtaj graf ovih linearnih funkcija:

a) f(x) = -x +1;

b) =L x—3;
2

o f(x) = 2x;
d) fo0 = -2x + i;
e) f(x) = x.

. Odredi nul-toc¢ku, sjecista s koordinatnim osima,

opisi tok te nacrtaj graf ovih pravaca:

a)y=x-3;
2

b) y="x;

773

o y=-2x+1;

d) y=-3x+1;
3 1

e) y—=2__.

YT,

10. Racunski i graficki provjeri pripadaju li tocke

grafu linearne funkcije fix) = -x +l
2

A0, 83, 1y, o, Ly, bz, -1), A1, 2 60, 0).
2 2 2

11. Racunski i graficki provjeri pripadaju li tocke

pravcu y = -2x+1

A(] 1_]); B(Oy 1)1 C(21_3)1 D(_Z,_S), F(31_5 )| C(_1 ’ 0)-
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Nacrtaj graf pravca y = -x + 1. Iskoristi nacrtani
pravac da odredi$ koordinate to¢aka na tom
pravcu.

1

A(l,_); BO,_); A, 3), D(l, ), R,—=); G, 0).

Nacrtaj graf funkcije y = 3x -1. Iskoristi nacrtani
pravac da odredi$ koordinate to¢aka na tom
pravcu.

1
AR,_); B(-1,_0); A_, 0), DO, _), F__, E);

G, —2).

Nacrtaj graf funkcije y = x -1. Iskoristi nacrtani
pravac da odredis$ koordinate to¢aka na tom
pravcu.

A, B2,_); G, 1), Do, _),
272

F(——’ O)’ C(——, __)-
2

Nacrtaj graf funkcije y = 3x . Iskoristi nacrtani
pravac da odredis koordinate toc¢aka na tom
pravcu. 1 1

AR2,_); B(—g,__); C(__,E), D@, _), K__,1);

G, —2).

Zadanaji linearna funkcija f(x) = 2x + 1. Nacrtaj
njen graf i odgovori na pitanja:

a) koliki je koeficijent smjera,

b) koliki je odsjecak na osi ordinata;

¢) odredi nul-tocku te funkcije;

d) odredi sjeciste s ordinatnom osi;

e) opisi tok te funkcije;

f) pripada li grafu tocka D (1, 3)?

g) izraCunaj vrijednost funkcije za argument x = 10;
h) koliki je argument funkcije ako je njena
vrijednost f(x)= 1.

Zadana je linearna funkcija f(x) = x - 2. Nacrtaj
njen graf i odgovori na pitanja:

a) koliki je koeficijent smjera;

b) koliki je odsjecak na osi ordinata;

¢) odredi nul-tocku te funkcije;

d) odredi sjeciste s ordinatnom osi;

e) opisi tok te funkcije;

f) pripada li grafu tocka D (0, 2)?

g) izraCunaj vrijednost funkcije za argument x = 3;
h) koliki je argument funkcije ako je njena
vrijednost f(x) = -8.

Zadana je linearna funkcija f(x) = lx— 2. Nacrtaj
njen graf i odgovori na pitanja:

a) koliki je koeficijent smjera;

b) koliki je odsjecak na osi ordinata;

19.

20.

21.

Linaarna Qumkcid‘a i\\’eo{nao\iba pravca

¢) odredi nul-tocku te funkcije;

d) odredi sjeciSte s ordinatnom osi ;

e) opisi tok te funkcije;

f) pripada li grafu tocka D (2, -1)?

g) izracunaj vrijednost funkcije za argument x = 0;
h) koliki je argument funkcije ako je njena
vrijednost f(x)=-1.

Zadana je linearna funkcija f(x) = x . Nacrtaj njen
graf i odgovori na pitanja:

a) koliki je koeficijent smjera;

b) koliki je odsjecak na osi ordinata;

¢) odredi nul-tocku te funkcije;

d) odredi sjeciSte s ordinatnom osi;

e) opisi tok te funkcije;

f) pripada li grafu tocka D (4, 2)?

g) izracunaj vrijednost funkcije za argument x = —% ;

h) koliki je argument funkcije ako je njena
vrijednost f(x) = 0.

Zadana je linearna funkcija f(x) = lx -1. Nacrtaj
njen graf i odgovori na pitanja:

a) koliki je koeficijent smjera;

b) koliki je odsjecak na osi ordinata;

¢) odredi nul-tocku te funkcije;

d) odredi sjeciste s ordinatnom osi;

e) opisi tok te funkcije;

f) pripada li grafu tocka D (1, _g)_?
3

g) izraCunaj vrijednost funkcije za argument x = -3;

h) koliki je argument funkcije ako je njena
vrijednost f(x)=1.

Zadana je linearna funkcija f(x) = —lx - 2. Nacrtaj
njen graf i odgovori na pitanja:

a) koliki je koeficijent smjera;

b) koliki je odsjecak na osi ordinata;

¢) odredi nul-tocku te funkcije;

d) odredi sjeciSte s ordinatnom osi;

e) opisi tok te funkcije;

f) pripada li grafu tocka D (4, -3)?

g) izracunaj vrijednost funkcije za argument x = 8;
h) koliki je argument funkcije ako je njena
vrijednost f(x) = -2.

Nacrtaj pravce x=-1; y=6; y=3; y=-2.

Nacrtaj pravce x=4; x=2; x=-5; y=-1.

Nacrtaj pravce y=-7; y=3; x=-1; y=-4.
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25.
26.

27.

28.

29.

30.

qu\lccid'a i \"eo\nao\iba pravca

Nacrtaj pravce x=9; y=4; y=-4; y=-6.

Napisi jednadzbu pravca usporednog s x-osi koji
prolazi zadanom tockom.
a) A2, -3); b) B(-4, 1);
d) D(5,- 4); e) KO, 12);

o (3, 4);
g) G(-7, 0).

Napisi jednadzbu pravca usporednog s y-osi koji
prolazi zadanom tockom.

a) A4, -3); b) B(7,-1); o 3, 7);

d) D3, -8); e) A7, 1); g) G0, 0).

Izracunaj povrsinu trokuta Sto ga s koordinatnim
osima zatvara pravac:

1
a) y=x+4; b) y=5x—2; Q y=3x+1;

3
d) y=—"x-4.
)y 4x

Pravac y = ax + b prolazi tockama A i B. Odredi
koeficijent smjera i jednadzbu tog pravca ako su
koordinate tocaka:

a)A(-1,-2)i B(0, 5);
QA0,6)iB(5,1);
e) A(-3,5)i B(-2,-1);

b) A(3,2)iB(-7,5);
d)A(-1,-3)iB(-2, 4);
A1, 2)i B9, 4).

Odredi jednadzbu pravca koji prolazi zadanom
tockom i ima zadani koeficijent smjera.

Q) (-1,-Nia=2; b)(2,4)ia=-2;
Q(-1,3)ia=3; d)(2,3)ia=l;
2
e),-ia=1; f)(0,3)ia=%.
31. Koja slika prikazuje pravac y = -2x + 4
a) \ b) i)
4
2
2.
0
' 0 -2 0 2
-2 0 2
2
o d)
. 0 / 0
-2 0 2 2 0 2
2 -2
-4 7 4

32. Napisi jednadzbe pravaca na slikama.

a) b)

g

o

2 ]

“ 4 2 0

33. Graf prikazuje promjenu cijene dionica tijekom
dva tjedna.
30

1)

20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14

a) Koliko linearnih funkcija sacinjava ovaj prikaz?
b) Tijekom kojih dana se cijena dionica nije
mijenjala?

¢) Kada je cijena dionice dozivjela najveci pad?
d) Koliko dana joj je trebalo da se nakon pada
oporavi i vrati na cijenu prije pada?

e) Kako prepoznajemo dijelove grafa koji
pokazuju da se cijena nije mijenjala?

f) Sto pokazuju najstrmiji dijelovi grafa?
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9.4. Graficko rjeSavanje sustava
linearnih jednadzbi

Rijesi sustav

2x+y=4

3x+y=1

Sustave dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice naucili smo rjeSavati

metodom supstitucije i metodom suprotnih koeficijenata. Znanje koje smo
stekli proucavanjem linearne funkcije pomocdi ¢e nam da nauc¢imo kako mozemo

sustave rijesiti graficki, tj. crtanjem.

Primjer 1. Sjeciste pravaca kao
rjeSenje sustava

Graficki rijesi sustav

3x+y=4

2x+y= -1

Rjesenje:

Da bismo zadane jednadzbe graficki prikazali
najprije ¢emo ih zapisati kao eksplicitne jed-
nadzbe pravca. To znaci da na lijevoj strani

jednadzbe ostavljamo y, a ostale ¢lanove pre-
bacujemo na desnu stranu jednadzbe.

y=-3x+4
y=2x-1

Tako dobivene jednadzbe znamo nacrtati u
pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.

Oznac¢imo tocku koja je zajednicka za oba
nacrtana pravca. Koordinate te tocke, tj. sjeciSta
pravaca su rjesenje zadanog sustava.

Dakle, rjeSenje sustava je (1, 1). Racunski
provjerimo rjeSenje:

Jolel = Eksplicitna
2-1+1 ] jednadzba
3+1=4
pravca
2+ 1=1
y=ax+b
4=4

1=1
RjeSenje je tocno.

Yazno

RjesSenje sustava dviju linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice je sjeciste
pravaca odredenih jednadzbama tog
sustava.
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Primjer 2.

Graficki rijeSi sustav

4x+ 2y =2

2x+3y=-5

Rjesenje:

Zapisujemo obje jednadzbe u eksplicitnom
obliku.

2y=-4x+2 /:2

3y=-2x-5/:3)

y=-2x+1
yo 2,5
3 3

Nacrtamo te pravce i odredimo njihovo
sjeciste.

RjeSenje sustava je (2, -3).

Provjera:

4 .2+2-(-3)=2

2 -2+3-(3)=-5

RjeSenje je tocno.

Zadaci

1. Sustave rijesi graficki. JednadZbe su vec zapisane
u eksplicitnom obliku.

a) y=2x+ 2
y=-x+1

b) y=4x+ 3
y=-5x+3

1
=—X+2
ay >

1
=—x+3
4 4

2. Sustave rijesi graficki
a)3x+y=9
2x+y=4
b) 4x + y= -5
2X+y=7

Ox+y=2
-3x+y=2

d) x+ y=-5
-4x+y=10

. Sustave rijeSi graficki

a)2x-3y=28
-3x+2y=-10
b) 5x + 2y =-8
-4x-y=4
Ox+2y=4
3x+4y=11
d) 2x+y=-1
X-y=-2
e)2x+y=2
3x-4y=14

. Sustave rijesi graficki

a)2x-y=-5
3x+ 8y=2
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b) 2x + 3y =27
-X+2y=11
Q) 2x+3y=4
4x -4y =28
d) 2x+3y=5
5x-6y=-28
e)-7x+4y=-19
3x-2y=28

Primjer 3. Usporedni pravci

y=4x-2
y=4x+1
y=4x+ 3.

a) Nacrtaj zadane pravce u istom koordinatnom
sustavu.

b) U kakvom polozaju su ti pravci?

¢) Procitaj koeficijente smjera i odsjecke na osi
ordinata zadanih pravaca

d) Sto primjecujes?
Rjesenje:

a)

Linaavrna Qunkcid’a i\"eo\heo\ibﬁ pravca

5. Sustave rijesi graficki

a) 3x-2y=-1
6x+7y=-13

b) -3x+ 12y =52.5
6x -6y =-33

Q) 5x+7y=9
-4x-3y=-2

d)3x+2y=7
-7x+ 2y =-23

b) Zadani pravci su usporedni

B ccraama ‘osficien - olseta
y=4x-2 4 =2
y=4x+1 4 1
y=4x+3 4 3

d) Primjecujemo da svi zadani pravci imaju
jednak koeficijent smjera

Yazno

Pravci su usporedni ako imaju jednake
koeficijente smjera
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Primjer 4. Sustav nema rjesenja
Graficki rijesi sustav

2X+y=5

Ax+ 2y =12

Rjesenje:
Zapisujemo obje jednadzbe u eksplicitnom
obliku.

y=-2x+5
2y =-4x-12
y=-2x+5
y=-2x-6

Nacrtamo te pravce.

N\

Na slici vidimo da su ti pravci

usporedni, dakle ne sijeku se. Nema
Prema tome zadani sustav nema rjesenja
rjeSenja.

PokuSajmo rijeSiti taj sustav metodom supsti-
tucije:

y=-2x+5

y=-2x-6

-2x+5=-2x-6

-2X+2x=-6-5

0-x=-11

Dobili smo jednadzbu koja nema rjeSenja jer ne
postoji x koji bi pomnozen s nulom dao broj
-11.

Vazno

Ako dvije linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice odreduju dva usporedna
pravca onda taj sustav nema rjeSenja

Primjer 5. Beskonacho mnogo
rjeSenja

Graficki rijesi sustav

3x+y=5

6x+2y=10

Rjesenje:
Zapisujemo obje jednadzbe u eksplicitnom
obliku.

y=-3x+5
2y =-6x+10
y=-3x+5
y=-3x+5

Primjecujemo da su obje jednadzbe sustava iste.
Nacrtamo li te pravce, dobivamo zapravo dva
pravca jedan na drugom, tj. te dvije jednadzbe
odreduju samo jedan pravac.
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U tom slucaju zadani sustav ima
beskonacno beskonacho mnogo rjesenja

mnogo jer svaki uredeni par koji zado-

rjeSenja

voljava prvu jednadzbu ujedno

zadovoljava i drugu jednadzbu.

[Linaavrna J?uvxkcid'a i\\'eo\mao\iba pvravca

5
Rjesenja su primjerice: (5,0), 1, 2), (0, 5),
(11, -28) itd.
PokusSajmo rijeSiti taj sustav metodom supstitu-
cije:

y=-3x+5
y=-3x+5
-3x+5=-3x+5
-3x+3x=5-5
0-x=0.

Ta jednadzba ima beskona¢no mnogo rjeSenja
jer za x mozemo uzeti bilo koji racionalan broj.

YazZno

Ako dvije linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice odreduju isti pravac onda
sustav ima beskonacno mnogo rjeSenja.

Sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije
hepoznanice moze:

- imati jedno rjesenje

- nemati rjeSenja

- imati beskona¢no mnogo rjesenja

Zadaci

6. Bez rjeSavanja odredi ima li sustav jedno, niti
jedno ili beskona¢no mnogo rjesenja.
a) y=2x+5
y=2x-1

2
b)) y==x-2
)% 3
2x-3y=6
C)2x+3y=6
4x+6y=-12
d) -3x+ 12y =52.5
6x -6y =-33
7. Bez rjeSavanja odredi ima li sustav jedno, niti
jedno ili beskona¢no mnogo rjesenja.

a)3x+y=-2
6x +2y=4

b) 2x+ 3y=4
4x -4y =28
ox—%y—3=0
2x-y-6=0

d) 12x-3y=15
8x-2y=2
e)5x+2y=-8
-4x-y=4
8. Razvrstaj zadane pravce u skupine medusobno
usporednih pravaca
2x+2y=10;5x-3y=7;10x-6y=6; 9x+ 10
=6y; -6Xx+4y=6; x+y=4; 4x-15=-4y; 20x
-5=12y; -3x+ 2y =4.
9. Napisi po tri pravca koja su usporedni sa
zadanim

b) y = 3x-6;
d) -4x+ 6y =3;

5
=—=X+2;
a)y 6

Q) 2x-5y=7;
e)-11x+12y=13.
10. NapiSi po dva sustava koji
a) nemaju rjesenja
b) imaju jedno rjeSenje
¢) imaju beskona¢no mnogo rjesenja
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POGLEDAJ
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. Telefonska kompanija Bell zara¢unava pretplatu

80 kn te 0.40 kn po minuti razgovora.
Telefonska kompanija Tesla zaracunava
pretplatu 40 kn te 0.50 kn po minuti razgovora.

Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda, odredi za
koji broj minuta su ponude jednake te koliko
iznosi racun za taj broj minuta razgovora.

. Cvjecarka Glorija dobila je dvije ponude za

posao. Salon Tulipan nudi joj 1200 kn plus

4.5 kn po svakom prodanom buketu cvijeca,

a salon Ruza 1500 kn plus 2 kn po svakom
prodanom buketu cvijeca.

Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda, odredi za
koji buketa cvijeca su ponude jednake te kolika
bi bila Glorijina placa za taj broj buketa.

. U rent-a-caru Bugi iznajmljivanje automobila

naplacuju 300 kn plus 6 kn po prijedenom
kilometru. U rent-a-caru Dugi iznajmljivanje
automobila naplacuju 400 kn plus 3.5 kn po

AKO OBJE
JEDNADZBE IMAJU JEDNAKE
KOEFICIENTE - SUSTAV
IMA BESKONACNO MNOGO
RJIEGENJA.

gﬁgﬁv AKO NISTA
RJESENJA NIE JEDNAKO, @UQTAV IMA
— JEDNO RJESENE.

—

prijedenom kilometru.

Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda, odredi za
koju duljinu puta su ponude jednake te koliko
iznosi racun za taj broj kilometara.

. Taksi sluzba Zagreb naplacuje pocetnu cijenu

25 kn te 8 kn po prijedenom kilometru. Taksi
sluzba Varazdin naplacuje pocetnu cijenu 40 kn
te 6 kn po prijedenom kilometru.

Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda, odredi za
koju duljinu puta su ponude jednake te koliko
iznosi racun za taj broj kilometara.

. Prodavac treba odabrati trznicu na kojoj ¢e

prodavati Sljive. Na trznici Siget treba platiti
prodajno mjesto 400 kn, a ocekuje da ce Sljive
prodavati po 5 kn za kilogram. Na trznici
Spansko treba platiti prodajno mjesto 500 kn,
a ocCekuje da ce sljive prodavati po 7 kn za
kilogram.

Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda,
odredi za koji broj kilograma Sljiva
su ponude jednake te koliko iznosi
zarada za tu koli¢inu Sljiva.

16. Foto studio Jedan naplacuje
12 kn razvijanje filma te 3 kn

po fotografiji. Foto studio Dva
naplacuje 18 kn razvijanje filma te
1.5 kn po fotografiji.

Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda,
odredi za koji broj fotografija su
ponude jednake te koliko iznosi
racun za taj broj fotografija.

17. Matijini roditelji dobili su dvije
ponude za zidanje kuce. Majstor
Ivan naplacuje svoj dolazak 50 kn, te

KAD '\ svaki sat rada 45 kn. Majstor Stjepan
SVE TO ZNAS, lacuie dol K ki
NE MORAS | e naplacuje dolazak, a svaki sat
RJESAVATI rada naplacuje 70 kn.

SUSTAV!

Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda,
odredi za koji broj radnih sati su
ponude jednake te koliko iznosi
racun za taj broj sati.
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Primjer 6. Povoljnija ponuda

Tvrtka Limun naplacuje koriStenje mobitela
1 kn po minuti i mjese¢nu pretplatu 100 kn.
Tvrtka Naranca naplacuje koriStenje mobitela
2 kn po minuti i mjesecnu pretplatu 50 kn.
Odgovorite na pitanja i razmislite koja ponuda
bi bila povoljnija za vaSe potrebe.

a) OpiSite Sto cete prikazati kojom varijablom
b) Zapisite karakteristike svake ponude u tablicu
i napisite formulu funkcije

Tvrtka Limun Tvrtka Naranca

pretplata
po minuti
formula funkcije

c) Nacrtajte graficki prikaz obje funkcije i
odredite zajednicku tocku.

d) Dopunite tekst
Tvrtke Limun i Naranca imaju jednaku ponudu
ako mobitel koristimo minuta.

Za upotrebu mobitela manju od __ minuta
povoljnija je ponuda tvrtke _____ . Za upotrebu
mobitela ve¢u od __ minuta povoljnija je ponuda
tvrtke

Ukoliko namjeravamo koristiti mobitel 25
minuta mjesecno, trebali bismo odabrati tvrtku
______ Ukoliko namjeravamo koristiti mobitel
100 minuta mjesecno, trebali bismo odabrati
tvrtku .

Rjesenje:
a) OpiSite Sto cete prikazati kojom varijablom

X - broj minuta razgovora
y - mjesecna cijena u kunama

b) ZapiSite karakteristike svake ponude u tabli-
cu i napiSite formulu funkcije

Tvrtka Limun Tvrtka Naranca

pretplata 100 50
pO minuti 1 2
formula funkcije | fix) = 1x+ 100 |fix) =2x+ 50

Linaavrna -Q(AV\KCC(\\'Q i d’eo\V\Qo\’VLbQ pravca

¢) Nacrtajte graficki prikaz obje funkcije i odre-
dite koordinate sjecista.

Zaje dnicka tocka, tj. sjeciste je (50, 150)

Na nacrtanom grafu vidimo da je za x < 50 crve-
ni pravac (y= x + 100) iznad plavog pravca (y =
2x + 50) to znaci da je za te vrijednosti ponuda
tvrtke Limun skuplja.

Za x > 50 crveni pravac (y= x + 100) je ispod
plavog pravca (y = 2x + 50) to znaci da je za te
vrijednosti ponuda tvrtke Naranca skuplja. Za x
= 50 obje tvrtke imaju jednaku ponudu koja
iznosi 150.

d) Tvrtke Limun i Naranc¢a imaju jednaku ponu-
du ako mobitel koristimo 50 minuta.

Za upotrebu mobitela manju od 50 minuta po-
voljnija je ponuda tvrtke Naranc¢a. Za upotrebu
mobitela vec¢u od 50 minuta povoljnija je ponu-
da tvrtke Limun.

Ukoliko namjeravamo koristiti mobitel 25 minu-
ta mjesecno, trebali bismo odabrati tvrtku Na-
ranca. Ukoliko namjeravamo koristiti mobitel
100 minuta mjesecno, trebali bismo odabrati
tvrtku Limun.

Zadaci

18. Foto studio Jedan naplacuje 10 kn razvijanje filma
te 2.50 kn po fotografiji. Foto studio Dva naplacduje
15 kn razvijanje filma te 2 kn po fotografiji.

a) Za obje ponude prikazi formulom iznos racuna

(y) ovisno o broju izradenih fotografija (x);

b) Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda;

c) Koja ponuda je povoljnija za izradu 5 fotografija,
a koja za izradu 20 fotografija?




Linearwa Lunkecija i jedwadzba pravea

19.

20.

21.

Telefonska kompanija Zvono zaracunava
pretplatu 69 kn te 0.45 kn po minuti razgovora.
Telefonska kompanija Brzoglas zaracunava
pretplatu 50 kn te 0.25 kn po minuti razgovora.
a) Za obje ponude prikazi formulom iznos racuna
(y) ovisno o broju minuta razgovora (x);

b) Nacrtaj graficki prikaz obiju ponuda;

¢) Koja ponuda je povoljnija ukoliko za razgovore
trebamo 80 minuta, a koja za 150 minuta?
Cvjecarka Glorija dobila je dvije ponude za
posao. Salon Frezija nudi joj 1000 kn plus 5 kn
po svakom prodanom buketu cvijeca, a salon
Orhideja 1500 kn plus 2 kn po svakom prodanom
buketu cvijeca. Koju ponudu bi trebala odabrati
ako ocekuje da ce prodati 100 buketa cvijeca, a
koju ako ocekuje prodaju 200 buketa cvijeca?

U rent-a-caru Brzi iznajmljivanje automobila
naplacuju 500 kn plus 4.5 kn po prijedenom
kilometru. U rent-a-caru Najbrzi iznajmljivanje
automobila naplacuju 400 kn plus 5 kn po
prijedenom kilometru.

a) U kojoj tvrtki je povoljnije iznajmiti automobil
za put dugacak 150 km, a u kojoj za put dugacak
300 km?

b) Koliko bi ustedjeli ako za put duljine 500 km
odaberemo povoljniju tvrtku?

22. Taksi sluzba Zuti naplacuje pocetnu cijenu 30 kn

te 6 kn po prijedenom kilometru. Taksi sluzba
Plavi naplacuje pocetnu cijenu 20 kn te 8 kn po
prijedenom kilometru. Koju taksi sluzbu ¢emo
pozvati ako Zelimo da na nas odvezu do kazalista
udaljenog 3 km, a koju ako Zelimo oti¢i do
aerodroma udaljenog 18 km?

23. Lukini roditelji dobili su dvije ponude za bojanje

stana. Majstor Karlo naplacuje svoj dolazak 65
kn, te svaki sat rada 50 kn. Majstor Franjo ne
naplacuje dolazak, a svaki sat rada naplacuje 75
kn. Koja ponuda je povoljnija ako o¢ekuju da ¢e
posao trajati 2 sata, a koja ako ¢e posao trajati 6
sati?

24. Prodavac treba odabrati trznicu na kojoj ce

prodavati jabuke. Na trznici Ravnica treba platiti
prodajno mjesto 400 kn, a oCekuje da ¢e jabuke
prodavati po 5 kn za kilogram. Na trZnici Brijeg
treba platiti prodajno mjesto 500 kn, a ocekuje
da ce jabuke prodavati po 7 kn za kilogram. Na
kojoj trznici ¢e zaraditi viSe ako ocekuje prodaju
40 kg jabuka, a na kojoj ako ocekuje prodaju 100
kg jabuka?

25. Telefonska kompanija naplacuje pretplatu prema

26.

odabranoj brzini za povezivanje na internet te
odredeni iznos po svakom GB prometa. Luka
je dobio ponude za 3 paketa usluga za pristup
internetu.

Paket Brzina Pretplata G:Bz?:n?:ta
Surf 1024/192 Kbps | 79.00 kn 20 kn
Giga | 2048/256 Kbps | 199.00 kn 5 kn
Flat 3072/384 Kbps | 369.00 kn 0 kn

a) Napisi formulu za izracun cijene racuna za
internet za svaki od ponudenih paketa;

b) Koju ponudu Luka treba odabrati ako ocekuje
da ¢e mu promet na internetu biti:

0.5 GB; 5GB; 13.5 GB; 20 GB; 50 GB

¢) Potrazi informacije o aktualnim cijenama
pristupa internetu, pa razmisli koji bi odgovarao
tvojim potrebama.

Matijin tata dobio je ponudu za posao iz dva
salona automobila. U salonu Elegancija nude mu
placu 3000 kn uz dodatak 100 kn po svakom
prodanom automobilu, a u salonu Udobnost mu
nude plac¢u 4000 kn uz dodatak 50 kn po svakom
automobilu. Za koji broj prodanih automobila
su te ponude jednake? Koju ponudu bi trebao
odabrati ako ocekuje da ¢e mjesecno prodati 10
automobila? Koju ponudu bi trebao odabrati ako
ocekuje da ce mjesecno prodati 40 automobila?
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Graficko rjesavanje sustava u GeoGebri

Programi za dinamicku geometriju mogu vam po-
moci i u odredivanju rjeSenja sustava. Lako je su-
stav rijesiti graficki ili samo provjeriti rjeSenje dobi-
veno racunanjem. Pritom jednadzbe ne morate upi-
sivati u eksplicitnom obliku. Primjerice, jednadzbe
ovog sustava upiSete u Polje za unos tocno ovako
kako pisu:

2(5x - 3y) - 4(-6+2x-5y)=-22
4x-5(2+5y-3x)=3(3x-2y+9)

GeoGebra ce nacrtati pravce, a u algebarskom pro-
zoru vidjet cete te jednadzbe zapisane u standar-
dnom obliku:

10x- 19y =37
2x+ 14y =-46

Da biste dobili rjeSenje sustava upotrijebite alat Sje-
ciste dvaju objekata te kliknite najprije na jedan pa
na drugi pravac. U algebarskom prozoru moci cete

Vjeébalica

1. Sustave rijesi graficki i racunski

a) 2x+y=3 b) y=2x+5
y=-3x+4 4x-y=-7
0 3x-2y=4 d) x+2y=-6
—§x+y=—2 3x-y=3
2
2. Sustave rijesi graficki i racunski
a) 3x-y=4 b) 2x+ 3y=-1
-6x+2y=3 y=-X
1 1
) 3x-y=6 d —x——y=2
y=0 2 4
2x-y=28
3. Sustave rijesi graficki i racunski
a) x+4y=3 b) x=2
-3x-12y=2 3x+4y=1
Q) 2x+2y=2 dx+y=5
1
5x-y=5 =_x
a

4. Bez rjeSavanja odredi ima li sustav jedno, niti
jedno ili beskona¢no mnogo rjeSenja

procitati koordinate sjecista tih pravaca, tj. rjeSenje
sustava.
RjeSenje ovog sustava je (-2, -3)

Da biste upisali neku jednadzbu s razlomcima zatre-
bat ce vam zagrade, a razlomacku crtu zapisujete s
/. Primjerice, sustav:

_ GeoGebra - 9-4-graficko.ggh
X_-i-3 + y_5 — 5 Datoteka Uredivanje Pogled Postavke  Prozor Pomot
4 > [@]€) [ ]=] >
— A Nezavisni objekti
X+5 y 8 _3 3 a110x -19y=37 4
- - 10 b:2x+14y= 46
2 3 3 Zawisni objekti

0 A= (2, 3)
) Pomotni objekt

Upisujete ovako: o

(x+3)/5+(y-5)/4=5 N
(x+5)/2-(y-8)/3=3 a2
RjeSenje je (7, 17)

o

Natin: Pomicanje

wy=1:1

= v|lo v Naredba I~

a) 3x+2y=4 b) 2x+3y=>5

-1.5x-y=-2 X+2y=4
Q x-y=7 d) 3x-2y=4

2x-2y=3.5 2x-3y=4
e) x+2y=3 f) 3x-5y=6

5

2x+4y=06 -X+ Zy=2
g) 2x+3y=4

—X—§y=—2

2

5. Razvrstaj zadane pravce u skupine medusobno
usporednih pravaca
2x+y=1;5x-2y=0; 10x-4y=6; x+ 10 =y,
-6x-3y=6;x-y=4; 4x-15=-2y; 20x -5=8y;
-3x+ 3y=4.

6. Razvrstaj zadane pravce u skupine medusobno
usporednih pravaca

2x+3y=10;5x-y=7;9x+ 10 =6y; 3x-2 y=4;
4x-15=-4y, 20x-5=4y, 6x+ 6y =10; 4x + 6y = 4;
10x -2y =6.

7. Razvrstaj zadane pravce u skupine medusobno
usporednih pravaca
2x+5y=10;5x-3y=7;10x-6y=8; 9x+ 10 =y,
-6x+ 15y=6;-9x + y=4; 4x-15=-10y;, 20x=12y;

-3x + ly=4.
3
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[inaarna qu\\ccid’e i \"eo\V\Qo\yLbQ pravca

9.5. Ponavljanje

Pitanja za ponavljanje:

1.
2.

P e N o

1.

Koji je opci oblik linearne funkcije?
Kako nazivamo koeficijent a u linearnoj
funkciji f(x)=ax+b i koje je njegovo
znacenje?

Kako nazivamo koeficijent b u linearnoj
funkciji f(x)=ax+b i koje je njegovo
znacenje?

Procitaj koeficijent smjera ove linearne
funkcije fix) = 5x - 4.

Procitaj odsjecak na osi ordinata ove
linearne funkcije filx) =-2x-3.

Kako mozemo prikazati linearnu funkciju?
Sto je graficki prikaz linearne funkcije?
Kad neka tocka pripada pravcu?

Kako glasi eksplicitna jednadzba pravca?

Zadaci z a

Napisi formulu funkcije i izracunaj njenu
vrijednost za x = 10.

a) Za racun za struju naplacuje se stalna naknada
15 kn te 0.70 kn po potroSenom kW struje.

b) Taksi sluzba naplacuje pocetnih 30 kn te 7.5
kuna po prijedenom kilometru.

¢) Za autobusni prijevoz placa se naknada 100 kn
te 30 kn po kilometru.

d) Foto studio naplacuje 10 kn razvijanje filma te
1 kn po fotografiji.

. Izracunaj vrijednosti funkcije za zadane brojeve,

a zatim je prikazi u koordinatnom sustavu. NapiSi
je li funkcije rastuca ili padajuca.

a) fix) =2x+1; b) fix) =-3x+ 2;
-2 -4
-1 -2.5
0 0
1 2
2 3.5

10. Gdje se nalazi nultoc¢ka linearne funkcije?

. S kojom osi je usporedan pravac y = 5?

12. S kojom osi je usporedan pravac x = 5?

13. Navedi dva primjera linearne funkcije koja

je rastuca. Po ¢emu prepoznajemo rastucu
linearnu funkciju?

14. Navedi dva primjera linearne funkcije koja je

padajuca. Po cemu prepoznajemo padajucu
linearnu funkciju?

15. Kakve jednadzbe imaju usporedni pravci?

16. Koji sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije

nepoznanice nema rjesenja?

17. Koji sustav dviju linearnih jednadzbi s

dvije nepoznanice ima beskona¢no mnogo
rieSenja?

ponavlijanje:

o f(x)= —SX—l

-6

|
w| N

Nl wlh |O

3. Majstor Francek naplacuje svoj dolazak 50 kn, te
svaki sat rada 25 kn. Koliko je trajao posao ako
je majstor ispostavio racun na 350 kn?

4. Linearna funkcija zadana je formulom
fix) = 0.4x - 2.3. Za koji argument x zadana
linearna funkcija poprima vrijednost:
a) -2.3; b)-0.3; 0 5.7.
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5. Maja je za rodendan dobila 350 kn. Namjerava te
novce troSiti na pecivo za uzinu, pa joj je svaki
dan potrebno 5 kn. Koliko dana je Maja kupovala
pecivo ako joj je preostalo 200 kn uStedevine?
Koliko dana bi joj potrajala ustedevina ako bi
troSila svaki dan 7 kn?

6. Nacrtaj grafove linearnih funkcija.

a) f(X) = -x+ 2; b) fix) = -2x + 4;
o fix) =x; d) flx) =2x- 1,
e) f(X)=%X—1; f) f(X)=—§X+2
g) fix) = 6x; h) fix) = -5x.

. _3 . . _ 3 .1
i) f(x)_2x+l.5, ) fx)= 7x+4.

7. Prepisi, pa ispisi koeficijente smjera i odsjecke na
osi ordinata iz zadanih jednadzbi pravaca. Prema
koeficijentu smjera odredi je li funkcija rastuca
ili padajuca i odredi koordinate sjeciSta sa osi
ordinata

sjeciSte
jednadzba pravca S osi
ordinata
y=3x+5
y=-7x-11
y=-4.6x+1.5
3
==x+2.6
=3

8. Prepisi tocke u biljeznicu. Nacrtaj graf funkcije
fix) = 2x - 1. Iskoristi nacrtani pravac da odredis
koordinate tocaka na tom pravcu.

A(l,_); B@B,_); . 3), D(-2,_),
F__,-3); G(_, 0).

9. Koje od ovih toc¢aka pripadaju grafu funkcije

f(x)= —%x+5

A2, %); B(-2, 3); (4, 2), D(-8,11),
. g

F(-6, 15); G(6, ; ).

10. Odredi sjeciSta pravaca s koordinatnim osima:

a) y=-2x-8§; b) y=3x+6;
3 2
=Zx-1; d) y=-=x+4;

Ay > )Y 3

e) y=5x-2; f) y=-6x--4.2;

g)y=—§x+21.

11. Nacrtaj pravce
X=3y=2,x=-1,y=3,x=5/y=-2;
x=4,y=-3;, x=-5, y=6.

12.0dredi bez crtanja je li linearna funkcija rastuca

Linaavrna Qunkéci\\'a i d’eo\V\Qo\’VLbé pravca

ili padajuca:
a) f(X)=7x-14;
c) fix) =9.99x - 2;

b) f(xX) =-14x+1;
d) fix) = -47x - 45;
31 15

e) f(x)=-111x+15; f) f(x)=ZX+E'

6 13
=——x——"h =—>x-6.2.
X=17; ) f(x) g X

13. Odredi za koje vrijednosti x je y < 0, a za koje je y> 0.
a) y=-3x-6; b)y=4x-8; ¢ y=gx+2.

14. Stolar Filip dobio je dvije ponude za posao.
Tvrtka Bukva nudi mu 1000 kn plus 20 kn po
svakom prodanom komadu namjestaja, a tvrtka
Hrast 1500 kn plus 15 kn po svakom prodanom
komadu namjestaja. Koju ponudu bi trebala
odabrati ako ocekuje da c¢e se prodati 80
komada namjestaja, a koju ako ocekuje prodaju
200 komada namjestaja?

15. U rent-a-caru Autic¢ iznajmljivanje automobila
naplacuju 300 kn plus 6.5 kn po prijedenom
kilometru. U rent-a-caru Vlaki¢ iznajmljivanje
automobila naplacuju 400 kn plus 5 kn po
prijedenom kilometru.

a) U kojoj tvrtki je povoljnije iznajmiti
automobil za put dugacak 50 km, a u kojoj za
put dugacak 100 km?

b) Koliko bi uStedjeli ako za put duljine 300 km
odaberemo povoljniju tvrtku?

16. Sustave rijesi graficki
ay = lx+4
3
5 g
=—=x-3
Y=7%
b)3x+y=9
2x+y=4,
C) 5x+2y=-8
-4x-y=4
d)-7x+4y=-19
3x-2y=28
17. Bez rjeSavanja odredi ima li sustav jedno, niti
jedno ili beskona¢no mnogo rjesenja.

A 9x+3 y=-6
6x + 2y = 4;
b) 5x+3y=-4
5x -5y =20;

Q4x-2y-12=0
1
X-=y-3=0;
2y

d) 12x-3y=15
4x -6y =-2;
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Linearwa Lunkecija i jedwadzba pravea

e) 8x+2y=-5 a)y=—;x+5;
S b) y=11x-12;
18. Napisi po tri pravca koja su usporedni sa o) 3x-7y=2.
zadanim

l g r a

Svakodnevna linearna

Istrazite koji racuni u svakodnevnhom zivotu (struja, plin, voda, telefon, prehrana i sl.) se mogu
prikazati linearnom funkcijom. Odaberite jednu od tih funkcija, pa je detaljnije opiSite i usporedite
razlic¢ite ponude. Rezultate istrazivanja prikazite u obliku plakata ili prezentacije.

Primjerak oglednog testa:
.

b) ZapiSite karakteristike svake ponude u

1. Zadana je linearna funkcija f(x)=%x—3.

a) Graficki prikaz linearne funkcije

je tablicu i napiSite formulu funkcije

b) Koeficijent smjera : Tvrtka G Tvrtka H

c) Odsjecak na osi ordinata : pocetna cijena
po kilometru
formula funkcije

d) Ta funkcija je

e) Nacrtaj graficki prikaz te funkcije;

f) Napisi koordinate sjeci$ta s osi ordinata; ¢) Nacrtajte graficki prikaz obje funkcije i

g) NapiSi koordinate sjeciSta s osi apscisa. crelreidlivs boototrallineis el

Koordinate sjeciSta su ( , )
2. Za zadani sustav napisSi koliko rjeSenja

. . . . . d) Tvrtke G i H imaju jednaku ponudu ako je
ima i u kakvom se poloZaju nalaze pravci

odredeni tim jednadZbama. Sustav ne treba udaljenost _____ kilometara.
rje3avati. Za prijevoz na udaljenost manju od
2x -3y =7 kilometara povoljnija je ponuda tvrtke ____.
3x-2y=4 Za prijevoz na udaljenost ve¢u od

3. Prijevoz kilometara povoljnija je ponuda tvrtke ____.
Tvrtka G naplacuje pocetnu cijenu prijevoza Ukoliko Zelimo prijevoz do mjesta koje je
30 kn, a svaki kilometar 2 kn. Tvrtka H udaljeno 5 km, trebali bismo odabrati
naplac¢uje po kilometru 3 kn, a pocetna tvrtku
cijena im je 20 kn. Ukoliko Zelimo prijevoz do mjesta koje je
Odgovorite na pitanja. udaljeno 20 km, trebali bismo odabrati
a) Opisite Sto Cete prikazati kojom tvrtku
varijablom
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Koordinatni sustav

0. Z-aVVSno pomv(\\‘evx\l‘e

Koordinatni sustav na pravcu Pravokutni koordinatni sustav
V' N
osy
os ordinata
O E X | R
oS
0 1
0s apscisa
Tocka na x-osi Tocka na y- osi Kvadranti
y
y y
IIl. kvadrant | I. kvadrant
V(0,y) s (= +) (+ 4
T(x,0) X
X X IIl. kvadrant | IV. kvadrant
(_l _) (+! _)

Omjeri i proporcije

Omjer dvaju brojeva a: b = % .

Jednakost omjera a: b= c: d naziva se proporcija ili
razmjer i vrijedia-d=b - c

Dvije velicine su medusobno proporcionalne
ako iz povecanja (smanjenja) jedne veliCine
slijedi proporcionalno povecanje (smanjenje)
druge velicine.

Koli¢nik dviju proporcionalnih veli¢ina je

stalan. k=Y ili k = Y X
X

Dvije velicine su medusobno obrnuto proporcionalne
ako iz povecanja (smanjenja) jedne veliCine slijedi
proporcionalno smanjenje (povecanje) druge velicine.
Umnozak dviju obrnuto proporcionalnih veli¢ina je
stalan. k= x-y.
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Z.avrsno pOmav(d‘aud’e

Postotni i kamatni radun

Postotak oznacava omjer nekog broja naprema 100. Jednostavni kamatni racun

Postotni iznos - y klama.te - k
glavnica - g

Postotak - p% =p% - k=gs
ostotak- p» y=pr X kamatna stopa - s g sv

Osnovna vrijednost - x. vrijeme (godine) - v

Osnove statistike i vjerojatnosti

graficki prikaz koji se sastoji od niza pravokutnika jednakih Sirina, a

Stupcasti dijagram visina mu odgovara razli¢itim vrijednostima promatranog obiljezja.

Frekvencija broj koji nam kazuje koliko puta se ta vrijednost pojavila u hekom skupu.

racunamo tako da svaku frekvenciju podijelimo s ukupnim brojem
Relativne frekvencije pojavljivanja u nekom skupu. Zbroj svih relativnih frekvencija nekog
skupa uvijek mora biti 1.

. . . . - Xy t+tXp+ X3+ Xg+ ...t X
Aritmeticka sredina n brojeva e SLTEAT A TN =
n

P(A) = broj povoljnih elementarnih dogadaja
ukupan broj elementarnih dogadaja

Vjerojatnost nekog dogadaja A

Slichost trokuta

Poucci o slichosti trokuta

1. Poucak o slicnosti trokuta: 2. Poucak o slicnosti trokuta: 3. Poucak o sli¢nosti trokuta:

stranica - stranica - stranica stranica - kut - stranica (SKS) kut - kut (KK)

(SSS) Ako je jedan unutarnji kut Ako su dva unutarnja kuta

Ako su omjeri duljina svih triju | jednog trokuta jednak po veli¢ini | jednog trokuta jednaka po

stranica jednaki, onda su ti kutu drugog trokuta i ako su veli¢ini dvama kutovima drugog

trokuti sli¢ni. omjeri duljina stranica uz taj kut trokuta, onda su ti trokuti sli¢ni.
jednaki, onda su ti trokuti sli¢ni.

b a 4

1 RN A
C C’
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Zavrsno pownavliianie

Talesov poucak o proporcionalnim duéinaama: Mnogokuti

|0A: |0A'| = [0B|: |0B | = |AB|: |4B| i |0A|: |a4| = |0B|:|B5|

Iz jednog vrha o ] y
Mnogokut s n Zbroj veli¢ina svih unutarnjih L )
mnogokuta s n . Zbroj velicina svih
. vrhova ukupno kutova n-terokuta racunamo po o
vrhova moze se ) n-(n-3) ) vanjskih kutova
tati d 3 ima D,,=—2 formuli terokuta ie 360"
nacrtati d = n - n-terokuta je .
° dijagonala. K, =(n-2)-180° ]
dijagonala.

Pravilni mnogokuti

karakteristicni velicina unutrasnjeg velicina ovriina obse
trokut kuta sred. kuta P pseg
2
(n-2) 180 K, . )
n=——— = —- 360 p je polumjer
n no| Bp= , . O=n-a
h upisane kruznice,
odnosno visina
karakteristi¢nog
trokuta
Povrdina i opseg trokuta i cetverokuta
pravokutni trokut trokut c jednakostranican trokut
B
C
a - b
vd a
b .
C A B - -
a-b c.v O=a+b+c
O=a+b+c P=—— P=-—< av, b, cv, 0=3g pP=2"a
2 2 P= = = > = > 2
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Z.avrsno pOV\QV(\\'QV\de

kvadrat pravokutnik paralelogram
O=4a 4 v,
P=a-a=a’ a d b Va b
2 !
pfd G A a B A a B A a B
2 2
O=2a+2b=2a+b) O=2a+2b=2a+b)
P=a-b P=a-v,=b-v,
romb trapez deltoid
D 5 D c C D b
C C y a
d /o s e
5 /‘7 « Iy Aot
a e a A B $
A g B A 4 B ) a b
O=a+b+c+d B
O=4a a+c O=2a+2b=2a+b)
ef 5= 2 e-f
ey F=7
Py (a+c).
2
Krug i kruznica
krug kruzni isjecak duljina kruznog luka
J
v A
S
rro
— _ ¢ /
P—l'21T =r '3600 ]800
O=2rm

kruznim lukom, onda je
srediSnji kut dvostruko
veci od obodnog kuta.

Poucak o sredisnjem i obodnom kutu:
Ako se srediSnji i obodni kut nalaze nad istim

Talesov poucak:
Svaki obodni kut
kut.

nad promjerom kruznice je pravi

promjer
S
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Zavrsno pownavliianie

Sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice

ax+by=c,
ax+by=c,

RjeSenje sustava
x, y)

Metoda supstitucije ili zamjene je nacin
rjeSavanja sustava u kojem jednu nepoznanicu

zamjenjujemo nekim izrazom.

Metoda suprotnih koeficijenata zasniva se na
¢injenici da je zbroj suprotnih brojeva jednak 0.

Linearna funkcija f(X) =a-x + b

Graf Graf linearne funkcije u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini je pravac

Tok Linearna funkcija kojoj je koeficijent smjera pozitivan, a > 0 je rastuca funkcija.
Linearna funkcija kojoj je koeficijent smjera negativan, a < 0 je padajuca funkcija.

Sjeciste s Nulto¢ku linearne funkcije odredujemo rje$avanjem linearne jednadzbe 9X+b =0

koordinatnim

SjeciSte s osi apscisa - nultocka N[_é,o).
a

osima
SjeciSte s osi ordinata A(0, b).
Graficko Sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice moze:
rjeSavanje o imati jedno rjeSenje - sjeciSte pravaca odredenih tim jednadzbama

sustava dviju

o nemati rjeSenja - dva usporedna pravca odredena tim jednadzbama

jednadzbi o imati beskona¢no mnogo rjesenja - isti pravac je odreden tim jednadzbama
Eksplicitna jednadZzba pravca je Yy =ax+b

Jednadzba Pravci su usporedni ako imaju jednake koeficijente smjera.

pravca Pravac x = broj usporedan je s y osi.

Pravac y = broj usporedan je s x osi.
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Zavrsno ponavljanje

Zadaci

1. Organiziraj koordinatni sustav na pravcu, ucrtaj
tocke, te odgonetni rijec:

10 NN
) R--),B0.12), AR I-)
b) R-0.3),A(),G(-3.42,022);

0 AR.4).} (0.1 5),R(—%),U(—l%) .

2. Kojim su brojevima pridruzene tocke A, B, Ci D
sa slika?

B C 0 ED

——0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—

3. a) Nadi sve uredene parove kojima je prvi ¢lan
prost broj veci od 3 i manji od 10, a drugi ¢lan je
viSekratnik broja 3 manji od 10.

b) Kakve koordinate mogu imati tocke koje su
jednako udaljene od obje koordinatne osi?

4. U koordinatnoj ravnini istakni tocke
A(-3, 0), B(4, -2), C(0, 1), D(-2, -2). NapiSi kojem

kvadrantu ili koordinatnoj osi pripada koja toc¢ka.

5. U koordinatnoj ravnini istakni tocke

1 2 3 1.4
A(E’_2)’8(_3’3§)’C(O’_Z)’D(2_ 1-).

2’5

6. U koordinatnoj ravnini nacrtaj trokut s vrhovima
A(-3, -2), B(0, -4), (3, 4). Kojoj vrsti pripada taj
trokut obzirom na duljine stranica? Nadi njegovu
osnosimetri¢nu sliku obzirom na os .

7. U koordinatnoj ravnini nacrtaj cetverokut s
vrhovima A(-1,] .5),B(O,%),C(l,g),D(0,2%) .
Kako se zove taj Cetverokut? Nadi njegovu

osnosimetri¢nu sliku obzirom na os x.

8. Izracunaj x u omjeru

a)16:2.5=x;

b) 34 : x=2;

Q) X: l = 6.
2

9. Pojednostavni omjere:
7

a) 10.5:7 b)i:—
9 6

10. Izra¢unaj nepoznati ¢lan proporcije:
a)-2:x=4:(3);
b) x:6=(x+2):3.

11. Najkraca udaljenost od grada A do grada B na

7
3.5: —.
c) >

20.

21.

22.

23.

24.

karti je 12 cm. Kolika je ta udaljenost u km, ako
je karta izradena u mjerilu 1 : 1 000 000?

. Dva radnika, Damir i Josip, radili su zajedno

jedan posao. Damir je radio 12 dana, a Josip 15
dana. Zajedno su zaradili 1350 kn. Kako ce ih
pravedno podijeliti?

. Izracunaj kutove trokuta koji se odnose kao

7:3:8.

. Dok se zupcanik A okrene 3 puta, zupcanik B ce

se okrenuti 7 puta.

Ako je zupcanik A napravio 12 okreta koliko ih
je napravio zupcanik B?

Ako je zupcanik B napravio 84 okreta koliko ih
je napravio zupcanik A?

. Smreka visoka 16 m baca sjenu dugacku 12 dm.

Koliko je visoka breza koja baca u isto vrijeme
sjenu dugu 0.9 m.

. lzracunaj x iz proporcije:

1

(7+x):6=(x+§):4

. Za 2340 kn moze se kupiti 9 kg Secera. Koliko

se Secera moze kupiti za 3900 kn?

. 35 ucenika posadi cvijece u Skolskom dvoriStu

za 6 sati. Koliko bi ucenika trebalo raditi da bi
cvijece bilo posadeno za 5 sati (pretpostavimo
da svi ucenici rade jednako brzo)?

. Postaviti ogradu oko manjeg dvorista moze

Mate za 15 sati, a Goran za 25 sati ako rade
svaki za sebe. Za koliko bi sati zajedno postavili
ogradu oko tog dvorista?

Elektri¢na grijalica za 2 sata i 20 min potrosi
2.1 kW struje. Koliko ¢e potrositi za 5.5 sati?

Majka pegla rublje 4 sata. Koliko bi ranije bila
gotova da joj pomognu sin i dvije kceri?

18 radnika 20 dana grade tunel. Za koliko bi se
dana skratio taj posao ako nakon 5 dana dodu
jos 2 radnika?

Za 62 | vina potrebno je 93 kg grozda. Koliko
grozda je potrebno za 472 | vina?

Luka je za 15.50 kn kupio 40 dag oraha.

a) Koliko oraha moze kupiti za 24.80 kn?

b) Ako Zeli kupiti 120 dag oraha koliko ce to
platiti?
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25. Sat u toku 12 sati kasni 3 min i 20 sek. Koliko
¢e kasniti u 9 dana?

26. 6 radnika ocisti dno jezera za 30 dana. Koliko
bi radnika trebalo raditi, pa da dno jezera bude
ociS¢eno za 18 dana?(pretpostavimo da svi
radnici imaju isti ucinak)

27. a) Kilogram krusaka prodaje se za 4.5 kn.
Nacrtaj tablicu i izracunaj koliko treba platiti
0,1, 2i 3 kg tih krusaka. Nacrtaj graficki
prikaz.

b) Kilogram krumpira prodaje se za 1.2 kn.
Nacrtaj tablicu i izracunaj koliko treba platiti
0, 2, 4i 6 kg tih krumpira. Nacrtaj graficki
prikaz.

28. Odredi koliko je 5 % od 12346.

29. Odredi broj od kojeg 12 % iznosi 187.2.

30. Breskve kostaju 86 kn. Koliko ¢e koStati nakon
pojeftinjenja od 14 % ?

31. Jagode kostaju nakon poskupljenja od 9 % 109
kn. Koliko su koStale prije?

32. Koliko je posto 54 od 90?

33. Stranica kvadrata je 24 cm. Ako stranicu
umanjimo za 25 %, za koliko posto ce se
umanjiti opseg i povrsina kvadrata?

34. PrepiSi, pa dopuni tablicu:

glavnica |4000 eura {5000 kn | 9000 kn

kamatna | 55 | 74 4.4%
stopa

vrijeme 79 349 29
kamate 510 kn [1539 kn | 704 eura

35. U banku je ulozeno 7200 kn. Uz koliku
kamatnu stopu ce se za 40 mjeseci dobiti
1440 kn kamata ako se radi o jednostavnom
ukamacivanju?

36. Koliku svotu treba vratiti klijent banke koji Zeli
kredit od 800000 kn po kamatnoj stopi 4.5 %,
ako je vrijeme otplate kredita 250 mjeseci?
Kolika je mjesec¢na rata tog klijenta (jednostavni
kamatni racun)?

37. Koliko vremena treba da bi oro¢ena Stednja od
7000 kn narasla na 8000 kn, ako je kamatna
stopa na tu Stednju 2.3 % (jednostavni kamatni
racun)?

38. Maja je dobila 1620 kn kamata. Koliko je ulozila

Z.aVrsno ponavijanie

ako je Stedjela 5 godina po kamatnoj stopi 3.6
% (jednostavni kamatni racun)?

39. Zavrine ocjene 7b razreda na kraju prvog
polugodista iz matematike su 4, 5, 5, 4, 3, 3,
3,2,2,4,3,3,3,5,5,4,4,4,5,5,3,5,5, 4,
3,5:

a) Nacrtaj stupcasti dijagram frekvencija;

b) Izracunaj relativne frekvencije i nacrtaj
stupcasti dijagram za njih;

¢) Zapisi relativne frekvencije u obliku postotka;
d) IzraCunaj srednju ocjenu tog razreda iz
matematike

40. 15 ucenika se natjece u skoku u vis. Rezultati su
im sljedeci: 1.5m, 1.44 m, 1.35 m, 1.49 m,
1.55m,1.5m,1.48m, 1.48 m, 1.47 m, 1.37
m,1.42m,1.43m,1.44m,1.47m, 1.37 m
a) Nacrtaj stupcasti dijagram frekvencija;

b) Izracunaj relativne frekvencije i nacrtaj
stupcasti dijagram za njih.

41. Prikazi podatke o temperaturama zraka u obliku
stupcastog dijagrama

Srednja temperatura zraka u Ogulinu(°C)

I v v [ vE v VL IX | X | XX

-12(-11{-9 -4 | 3 |11[21(28|28|18| 1 |-8

a) Izracunaj srednju temperaturu za tu godinu.
b) Koji mjesec je temperatura najniza, koji
najvisa, a koji najbliza srednjoj?

¢) Kolika je razlika u temperaturi najtoplijeg i
najhladnijeg mjeseca te godine?

42. Napravi histogram frekvencija i relativnih
frekvencija za rezultate ispita znanja u 7.a
razredu s postignutim bodovima 0, 2, 7, 7, 8,
10,11, 11,15,16, 16, 16, 18, 18, 20, 20, 20,
21, 22, 23, 23, 24, 24, 24:

a) lzraCunaj aritmeticku sredinu tih podataka.
b) Izracunaj postotak rijeSenosti ispita.

43. Sedmi razred je na sistematskom pregledu. Svi
se moraju izvagati. Svrstaj tezinu ucenika u
histogram frekvencija, i relativnih frekvencija,

i nadi aritmeticku sredinu tih podataka.
Izmjerene tezine u kg su slijedece: 55, 49, 60,
61, 45, 59, 69, 49, 56, 55, 57, 49, 55, 67, 64,
63, 66, 61, 66, 50, 56, 56, 49, 60, 68. Relativne
frekvencije prikazi u obliku postotka.

44. U posudi se nalazi 10 plavih kuglica, 10 zelenih,
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45.

46.

47.

48.

4 zlatne i 1 bijela. Ana i Luka se igraju tako da
naizmjenice izvlace po jednu kuglicu i vracaju
je natrag u kutiju. Promatramo koja je kuglica
izvu€ena u bilo kojem izvlac¢enju. Koliko ima
elementarnih dogadaja?

Odredi vjerojatnost da je izvucena:

a) plava kuglica;

b) bijela kuglica;

¢) zelena kuglica;

d) zlatna kuglica.

U SeSiru se nalazi Sesnaest kuglica, oznacenih
brojevima od 1 do 31. Igraci izvlace po jednu
kuglicu i vrate ju natrag u SeSsir.

a) Kolika je vjerojatnost da je igrac izvukao broj
paran?

b) Kolika je vjerojatnost da je izvukao broj
prost?

¢) Kolika je vjerojatnost da je izvuceni broj
dvoznamenkast?

d) Kolika je vjerojatnost da je izvuceni broj
viSekratnik broja 5?

e) Kolika je vjerojatnost da je izvuceni broj
djelitelj broja 36?
U posudi se nalazi 150 kuglica. Od toga je 40%
zutih, 12% bijelih, 2% crvenih, 24% plavih, a
ostale su zelene. Igrac izvlaci jednu kuglicu.
a) Koliko ima kojih kuglica?

b) Kolika je vjerojatnost da je izvu€ena Zuta
kuglica?

©) Kolika je vjerojatnost da je izvucena bijela ili
crvena kuglica?

d) Kolika je vjerojatnost da je izvu€ena
jednobojna kuglica?
e) Kolika je vjerojatnost da je izvu€ena crna
kuglica?
Ana baca kockicu iz igre “Covjece ne ljuti se”.
a) Kolika je vjerojatnost da je pao broj manji
od 3?

b) Kolika je vjerojatnost da je pao broj vedi ili
jednak 3?
Maja se igra bacajudi istovremeno dvije kockice,
crvenu i crnu. Odredi vjerojatnosti da na
kockicama padnu brojevi:

a)2i3ili3iz;
b) ¢iji je zbroj 11;
) Ciji zbroj je 8;
d) ¢iji zbroj je manji od 10;

e) Ciji zbroj je vedi ili jednak 10;
f) koji nisu jednaki.

49. Izra¢unaj nepoznatu duljinu duzine sa skice (sve
mjere su izraZene istom mjernom jedinicom).

20
5
4 g
7N
N
X

Y
21

7
X
11 36

X /2 /3

X

50. Nacrtaj duzinu AB duljine 10 cm. Na toj duzini

konstruiraj tocku C tako da vrijedi:
|AC|:|CB|=3:4

51. Konstruiraj trokut opsega 15 cm tako da mu se
duljine stranica odnose kao 1 : 2 : 3.

52. Trokuti AABC i AA'B'C’ su sli¢ni. Izracunaj
nepoznate duljine stranica ako je:
aa= l1.2cm,b’=4.6cm,c= 4.2cmi
a:a=1:2;
b)a’=28mm, b=25mm, c =16 mm i
c=2cam;
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53.

54.

55.

56.

57.
58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.
68.

69.

b' 5

c) —=§ ib=25cm,a=2.4cm,c = 3.5 cm.

b
Sjena bora duga je 5.1 m. U isto vrijeme sjena

Stapa duga je 1.7 m. Koliko je visok bor ako je
duljina Stapa je 2 m?

Koliko najvise dijagonala moze$ nacrtati iz
jednog vrha osamnaesterokuta.

Koliko kutova ima n-terokut ako zna$ da se iz
jednog njegovog vrha moze nacrtati najvise
17 dijagonala.

Koliko ukupno dijagonala moze$ nacrtati
mnogokutu koji ima 24 stranice.

Postoji li mnogokut koji ima 20 dijagonala?

Koliki je zbroj svih unutarnjih kutova u
dvadeseterokutu?

Koliko vrhova, stranica i kutova ima mnogokut
kojemu je zbroj svih unutarnjih kutova
a) 4140° b) 7560°.

Kojem mnogokutu je zbroj veli¢ina vanjskih
kutova osamnaest puta veci od broja njegovih
vrhova?

Povrsina stola je u obliku mnogokuta. Koliko
stranica ima povrsSina stola ako zbroj svih
njegovih unutarnjih kutova iznosi dvadeset dva
prava kuta.

Izracunaj veli¢inu unutrasnjeg kuta pravilnog
12-kuta.

Kolika je duljina stranice pravilnog mnogokuta
opsega 37.5 cm, i veli¢ine unutrasnjeg kuta 156°?

Koliko vrhova ima pravilni mnogokut velic¢ine
srediSnjeg kuta 20°?

Konstruiraj pravilni osmerokut upisan u
kruznicu polumjera r=5 cm.

Konstruiraj pravilni dvanaesterokut, duljine
stranice a = 2 cm.

Konstruiraj kvadrat opsega 16 cm.

Vrt u nekoj Skoli je oblika pravilnog
osmerokuta. Oko njega treba zasaditi ruze.
Ako je stranica osmerokuta 3.6 m, a svaku ruzu
treba zasaditi na razmaku od 30 cm, koliko
ruza treba kupiti?

Lukin djed Zeli oko drveta u vrtu sloziti klupu u
obliku Sesterokuta, kao na slici. Koliko je drveta
potrebno za tu klupu? Napomena: pogledaj od

70.

71.

72.

73.
74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.
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kojih dijelova je sastavljena ta Sesterokutna
klupa.

17.3 & £
(9} (9]
cm o o
mM LN

Nacrtaj kruznice k(A, 2.3 cm) i k(B, 3.5 cm) tako
da se one:

a) sijeku;  b) dodiruju;
Koliko im moraju biti udaljena sredista tako da
se one nece sjeci ni dodirivati?

<) niti sijeku niti dodiruju.

Nacrtaj trokut i konstruiraj mu opisanu kruznicu.
U kakvom su polozZaju pravci, na kojima leze
stranice trokuta, u odnosu na tu kruznicu ?

Koliki je pripadni obodni kut ako je

sredi$nji 252°?

Koliki je pripadni sredisnji kut ako je obodni 42°?
Konstruiraj pomocu Talesovog poucka
pravokutan trokut kojem je:

a) Hipotenuza duga 3.4 cm, a jedna kateta 2.1 cm;
b) Hipotenuza duga 5.3 cm, a jedan kut iznosi 40°.

Konstruiraj kruznicu promjera 67 mm i istakni
jednu tocku na kruznici. Konstruiraj tangentu iz
te tocke na kruznicu.

Promjer kotaca bicikla je 64 cm. Koliki put
prijede bicikl kada se kotac¢ okrene 255 puta?

Polumjer kruznice iznosi 2.4 cm. Izracunaj
duljinu kruznog luka kojem pripada sredisnji
kut veli¢ine 60°:

Kolika je povrSina popre¢nog presjeka cijevi ako
je njen promjer 8.5 cm?

Kolika ce biti povrSina poprec¢nog presjeka
balvana ako je njegov opseg 28.26 dm?
Polumjer kruznice iznosi 2.3 cm. Kolika je
povrsina kruznog isjecka kojem pripada
sredidnji kut veli¢ine 40°:

Provjeri je li zadani uredeni par (3, -2) rjeSenje
sustava

2x+3y=0

-3x+ 4y =2.
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82. Rijesi sustave metodom supstitucije

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

a)2x+y=4
-X-y=-3.5
b) 3x+ 2y=5
-7x+3y=-4
RijeSi sustave metodom suprotnih koeficijenata:
a)4x+ 3y=2
3x-6y=18
b) -2x-7y=-21
3x+2y=6
RijeSi sustave:
a) %x+y=0
24x-3y=7.8

2 1
b) =x+=-y=3
)3 2)’

1 3
—X—=y=-2
33X

0 3(x+1)-2y=6x+2

2x-2(y-2)=-4y+2

g X+3_y-1_
2 3
2x-1 y+2 ]E
3 2 6

Na igralisStu je sedmerostruko vise djecaka nego
djevojcica. Koliko je djecaka, a koliko djevojéica na
tom igralistu, ako je ukupno 64 djece na igraliStu?
Opseg pravokutnika je 16.4 cm. Duljina jedne
stranice je za 0.8 cm veca od duljine druge
stranice. Kolike su duljine stranica? Kolika je
povrsina tog pravokutnika?

Tijekom ljeta Ana je radila Sest puta viSe dana
nego Luka. Ukupno su radili 49 dana. Koliko
dana je radio svatko od njih?

Zbroj znamenki dvoznamenkastog broja jednak
je 13. Ako znamenke zamijene mjesta dobiva se
broj veci za 9. Koji je to broj?

Omjer dva broja je 5 : 6. Ako prvi uve¢amo za 5,
a drugi umanjimo za 8, dobit ¢emo vrijednost
omjera 2.. Koji su to brojevi?

2.4 kg krusaka i 3.2 kg banana treba platiti
38.4 kn. 5.1 kg kruSaka i 2.7 kg banana treba
platiti 69.3 kn. Kolika je cijena jednog kilograma
kruSaka, a kolika jednog kilograma banana?
Koliko treba uzeti 22-postotnog srebra, a koliko
34-postotnog srebra da bi se dobilo 150 grama

30-postotnog srebra?

92. Da bi se dobilo neku slitinu treba mijesati dva
metala u omjeru 8 : 3 . Koliko kojeg metala
treba za 165 dag te slitine?

93. Nacrtaj grafove linearnih funkcija:

a) fix) =2x+1; b)f(x)=%x—3

94. Prepisi, pa ispuni tablicu:

sjeciste

jednadzba rast < osi nul-
pravca ili pad s aiE tocka
y=3x+5
y=-7x-11
y=-4.6x+1.5
3
=—Xx+2.6
4 4
95. Koje od ovih tocaka pripadaju grafu funkcije
fx) = éx—]:
4 1 5 2
A4, 2), B(-4, 4), C(=, =), D(-=,-1.5).
(4, 2), B( ) (2 8) ( 3 )
96. Nacrtaj pravce x = -6 ; y = -4.

97. Sustave rijesi graficki
a) y=2x-3
y=-1x+3;
b)3x-y=-4
2x+ 5y =3.
98. Napisi jednadzbe i ucrtaj u pravokutnom
koordinatnom sustavu tri pravca koja su

. . 1
usporedni sa zadanim pravcem y = _EXH'

99. Taksist Marko naplacuje start 20 kn plus 6.5
kn po prijedenom kilometru. A taksist Jura
start naplacuje 40 kn plus 5 kn po prijedenom
kilometru.

a) S kojim taksistom se povoljnije voziti 20 km,
a s kojim 5 km?

b) Koliko bi ustedjeli ako za put duljine 15 km
odaberemo povoljnijeg taksistu? A za put od
45 km?
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